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齿间滑动摩擦对行星轮系非线性振动的影响
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摘要：考虑齿间互动摩擦和时变刚度非线性因素，建立扭转行星轮系动力学模型。根据齿间摩擦

的特点，将啮合周期划分为三个阶段。用解析和数值计算相结合的方法，研究行星轮系齿间滑动摩

擦、齿间载荷分配系数、相位差等参数对行星轮系非线性振动和稳定性的影响。发现在考虑齿间滑

动摩擦力时，行星轮系非线性动力学存在如下特点：摩擦因子对行星轮系各构件的摩擦振幅有重要

影响，特别对太阳轮的影响最为明显；相位差的存在改善了行星轮系啮合刚度的分布，对减小各构

件的摩擦振幅和提高系统的参数稳定性有重要影响。研究结果表明，齿间滑动摩擦对行星轮系非

线性振动动力学的影响不容忽视，尤其是在低速、重载的工况下。
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　　行星轮系具有大传动比、高功率密度、强承载能
力、结构紧凑等优点而被广泛应用于风力发电、航

空、船舶等动力传动系统中，其振动和噪声控制一直

是行星轮系研究和应用的焦点。行星轮系振动的本

质是系统参数变化引起的非线性振动，研究系统参

数对其非线性动力学的影响有着重要的理论价值和

工程意义。

齿轮系统非线性动力学主要的综述性文献为

［１３］。文献［４］研究了摩擦力和摩擦力矩对齿轮
噪声的影响。文献［５］中用实验和数值仿真研究了
直齿轮和斜齿轮的摩擦力对齿轮振动的影响。文献

［６］分析了齿轮传动中的摩擦力，文献［７］系统研究
了轮齿间的滑动摩擦对直齿轮、斜齿轮振动和噪声

的影响并做了相关的试验。文献［８］系统总结计算
轮齿间摩擦系数的四种计算公式并与实验数据进行

了对比，为有效估算啮合轮齿间的摩擦力奠定了基
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础。文献［９］建立了考虑轮齿间的滑动摩擦力、啮
合阻尼的两级齿轮传动的非线性模型，运用 Ｐｅａｎｏ
Ｂａｋｅ级数和摄动多尺度法，研究摩擦因子、阻尼等
参数对系统动力学的影响。

上述研究结果表明，啮合轮齿间的滑动摩擦对

齿轮系统振动和噪声影响不容忽视，尤其在低速、重

载的工况下。

本文结合风电增速行星轮系其扭矩大、转速低、

重合度高等特点，建立了考虑行星轮系齿间滑动摩

擦和时变啮合刚度的扭转非线性振动模型，运用解

析推导和数值计算相结合的方法，探讨了齿间摩擦

因子、齿间载荷分配系数和相位差等设计参数对行

星轮系参数稳定性和非线性振动响应的影响。

１　系统模型

１．１　系统参数假设
图１为啮合轮齿在单位化的啮合周期内摩擦力

臂变化示意图（实线为啮合齿对１＃，虚线为啮合齿
对２＃）。

图１　摩擦力臂示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｆｒｉｃｔｉｏｎａｒｍ

　

为研究齿间滑动摩擦对系统非线性振动的影

响，系统参数假设如下。

１）齿间载荷分配
Ｓｅｇ１：Ｎ１（ｔ）＝０，Ｎ２（ｔ）＝Ｎ

ｔ∈［０，υＴ） （１）
Ｓｅｇ２：Ｎ１（ｔ）＝αＮ，Ｎ２（ｔ）＝（１－α）Ｎ

ｔ∈［υＴ，（ｃ－１＋υ）Ｔ） （２）
Ｓｅｇ３：Ｎ１（ｔ）＝Ｎ，Ｎ２（ｔ）＝０

ｔ∈［（ｃ－１＋υ）Ｔ，Ｔ） （３）
２）摩擦系数

μ＝μ０ｓｇｎ（ｖｒ） （４）
　　从开始进入啮合到节点：ｓｇｎ（ｖｒ）＝＋１；在啮合节
点：ｓｇｎ（ｖｒ）＝０；从节点到脱离啮合：ｓｇｎ（ｖｒ）＝－１。

３）摩擦力臂
Ｓｅｇ１：Ｌｆ，１（ｔ）＝ρ１１＋ζ１１ｔ，Ｌｆ，２（ｔ）＝０

ｔ∈［０，υＴ） （５）
Ｓｅｇ２：Ｌｆ，１（ｔ）＝ρ１２＋ζ１２ｔ，Ｌｆ，２（ｔ）＝ρ２２＋ζ２２ｔ

ｔ∈［υＴ，（ｃ－１＋υ）Ｔ） （６）
Ｓｅｇ３：Ｌｆ，１（ｔ）＝０，Ｌｆ，２（ｔ）＝ρ３３＋ζ３３ｔ

ｔ∈［（ｃ－１＋υ）Ｔ，Ｔ） （７）
４）摩擦力矩
Ｓｅｇ１：Ｔｆ，１（ｔ）＝－Ｔｐ／（ｒｐＬ

－１
ｆ，１＋μ），Ｔｆ，２ ＝０

ｔ∈［０，υＴ） （８）
Ｓｅｇ２：Ｔｆ，１（ｔ）＝－Ｔｐα／（ｒｐＬ

－１
ｆ，１＋μ（１－α）Ｌｆ，２Ｌ

－１
ｆ，１－

αμ）
Ｔｆ，２（ｔ）＝Ｔｐ（１－α）／（ｒｐＬ

－１
ｆ，２＋μ（１－α）－

μＬｆ，１Ｌ
－１
ｆ，２）　ｔ∈［υＴ，（ｃ－１＋υ）Ｔ） （９）

Ｓｅｇ３：Ｔｆ，１（ｔ）＝０，Ｔｆ，２（ｔ）＝Ｔｐ／（ｒｐＬ
－１
ｆ，２－μ）

ｔ∈［（ｃ－１＋υ）Ｔ，Ｔ） （１０）
式中，Ｎ为啮合轮齿法向正压力，υ为从开始进入啮
合到双齿啮合所用的单位化时间，Ｔ为轮齿啮合周
期，μ为齿间摩擦系数，α为齿间载荷分配因子，ｃ为
齿轮的名义重合度，ρ、ζ取决于系统参数，Ｌｆ为摩擦
力臂，ｓｇｎ（ｖｒ）为符号函数，Ｔｆ为摩擦力矩，下标１、２
表示该项分别为啮合齿对１＃和啮合齿对２＃的参数。

图２为运用集中质量法，建立的考虑齿间滑动
摩擦的行星轮系非线性振动模型。

图２　行星轮系非线性振动模型
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１．２　齿间滑动摩擦对系统啮合刚度的影响
计算轮齿啮合刚度时考虑的因素有：轮齿的弯

曲变形、剪切变形和赫兹接触变形。文献［９］总结了
摩擦力对齿轮刚度的影响。

图３为行星轮系内、外啮合滑动摩擦力分析示
意图。根据齿间滑动摩擦的特点，在啮合周期内，将

啮合过程划分为三个阶段。齿间滑动摩擦对啮合刚

度影响的推导过程如下。
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图３　齿轮内、外啮合滑动摩擦力分析示意图
Ｆｉｇ．３　Ｓｌｉｄｉｎｇｆｒｉｃｔｉｏｎｆｏｒｃｅｉｎｉｎｔｅｒｎａｌ

ｇｅａｒａｎｄｅｘｔｅｒｎａｌｇｅａｒ
　

Ｓｅｇ１：ｋ１ ＝珋ｋ（１－β）［１＋珔ε（１－ｃ）］ （１１）
Ｓｅｇ２：ｋ２＋ｋ′２ ＝珋ｋ［１－β（１－２α）］×

［１＋珔ε（２－ｃ）］ （１２）
Ｓｅｇ３：ｋ３ ＝珋ｋ（１＋β）［１＋珔ε（１－ｃ）］ （１３）

ε＝

１
２｛１－β［１＋２α（２－ｃ）］｝ｋ１ｎ

ｃｋ１ｎ
＝

１
２ｃ｛１－β［１＋２α（２－ｃ）］｝ （１４）

令：

ε０＝１／（２ｃ），ε＝ε１＝ε２／ｇ （１５）
ε＝ε０｛１－β［１＋２α（２－ｃ）］｝

ε２＝
１
２ｃｒ
１－β１＋２α（２－ｃｒ[ ]{ }） ＝

１
２ｃｓ
·
ｃｓ
ｃｒ
·
１－β［１＋２α（２－ｃｒ）］
１－β［１＋２α（２－ｃｓ）］

·

｛１－β［１＋２α（２－ｃｓ）］｝＝ε１ｇ （１６）
其中：

ｇ′＝
ｃｓ
ｃｒ
，ｆ＝

１－β［１＋２α（２－ｃｒ）］
１－β［１＋２α（２－ｃｓ）］

，ｇ＝ｇ′ｆ

ε１定义类同。

ε′ｒ（ｓ）＝
５－α（２１珔ε

＋４－２ｃｒ（ｓ））

１－α（２１珔ε
＋４－２ｃｒ（ｓ））

（１７）

式中，β＝β^μ，β为摩擦影响系数，在本文计算中取

β^＝０．１［９］。珔ε＝ １
ｃｒ（ｓ）
，珋ｋ为平均刚度，ε′为摩擦刚度

幅值影响因子，ε０为无摩擦刚度比率，ｋ１、ｋ２和ｋ３分
别为Ｓｅｇ１、Ｓｅｇ２和Ｓｅｇ３阶段的轮齿啮合刚度。下标
ｒ、ｓ分别表示该项为行星轮与太阳轮、行星轮与内齿
圈的参数。

据以上推导，得到齿间滑动摩擦对轮齿啮合刚

度函数的影响曲线如图４所示。

图４　齿间滑动摩擦对啮合刚度函数的影响
Ｆｉｇ．４　Ｍｅｓｈｓｔｉｆｆｎｅｓｓｖａｒｉａｔｉｏｎｓｅｆｆｅｃｔｂｙｓｌｉｄｉｎｇｆｒｉｃｔｉｏｎ

　

　　轮齿啮合刚度的傅里叶级数展开式为：

ｋ１ｎ（ｔ）＝２ｋｖｓ∑
∞

ｌ＝１
ａ（ｌ）ｓｎｃｏｓｌΩ（ｔ－πΩ[ ]）{ ＋

ｂ（ｌ）ｓｎｓｉｎｌΩ（ｔ－πΩ[ ] }） （１８）

ｋ２ｎ（ｔ）＝２ｋｖｒ∑
∞

ｌ＝１
ａ（ｌ）ｒｎｃｏｓｌΩ（ｔ－πΩ[ ]）{ ＋

ｂ（ｌ）ｒｎｓｉｎｌΩ（ｔ－πΩ[ ] }） （１９）

Ω为系统啮合频率，ｋ１ｎ、ｋ２ｎ分别为行星轮太阳
轮啮合刚度和行星轮 内齿圈啮合刚度的变化部
分。通过定义将啮合刚度函数与摩擦影响因子、齿间

载荷分配系数、重合度等参数联系起来。为不失一般

性，将行星轮１与太阳轮的节点啮合时间记为ｔ＝０。
式（１８）和式（１９）具体的傅里叶系数ａ（ｌ）ｓｎ、ｂ

（ｌ）
ｓｎ、

ａ（ｌ）ｒｎ、ｂ
（ｌ）
ｒｎ 的计算参见文献［１２］。
定义平均啮合刚度：

ｋｓｐ ＝ｃｓｋ０１
ｋｒｐ ＝ｃｒｋ

{
０２

（２０）

式中，ｋ０１为太阳轮行星轮无摩擦单对轮齿啮合刚
度，ｋ０２为内齿圈行星轮无摩擦单对轮齿啮合刚度。
　　　　Ｍｑ̈＋Ｋ（ｔ）ｑ＝

Ｍｑ̈＋［Ｋ０＋Ｋｖ（ｔ）］ｑ＝Ｆ （２１）
其中：

　　Ｍ ＝ｄｉａｇＪｃ
ｒ２ｃ
＋Ｎ０ｍｐ，

Ｊｒ
ｒ２ｒ
，
Ｊｓ
ｒ２ｓ
，
Ｊｐ
ｒ２ｐ
，…，

Ｊｐ
ｒ２{ ｐ

行星轮个数Ｎ

[ ]
０

Ｆ＝ＦＴ＋ｆＴ

ＦＴ ＝
Ｔｃ
ｒｃ
，
Ｔｒ
ｒｒ
，
Ｔｓ
ｒｓ
，０，…，[ ]０

Ｔ

ｆＴ ＝［Ｔｆｃ，Ｔｆｒ，Ｔｆｓ，Ｔｆ１，…，ＴｆＮ０］
Ｔ

ｑ＝ ｕｃ，ｕｒ，ｕｓ，ｕ１，…，ｕＮ[ ]
０
Ｔ

ｕＨ ＝ｒＨθＨ　（Ｈ＝ｃ，ｒ，ｓ，１，…，Ｎ０）
Ｋ（ｔ）＝Ｋ０＋Ｋｖ（ｔ）＝Ｋ０＋

２ε∑
∞

ｌ＝１
Ｋ（ｌ）ｖ１ｃｏｓｌΩ（ｔ－πΩ[ ]）＋Ｋ（ｌ）ｖ２ｓｉｎｌΩ（ｔ－πΩ[ ]{ }）

（２２）
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Ｋ０ ＝

Ｎ０（ｋｓｐ＋ｋｒｐ） －Ｎ０ｋｒｐ －Ｎ０ｋｓｐ ｋｒｐ－ｋｓｐ … ｋｒｐ－ｋｓｐ
Ｎ０ｋｒｐ ０ －ｋｒｐ … －ｋｒｐ

Ｎ０ｋｓｐ ｋｓｐ … ｋｓｐ
ｋｒｐ＋ｋｓｐ ０ ０

 

对称 ｋｒｐ＋ｋ





















ｓｐ

（２３）

　　行星轮位置角：ψｎ＝２π
ｎ－１
Ｎ０
，ｎ＝１，…，Ｎ０（如

图２所示，规定逆时针方向为正）。
Ｎ０为行星轮系总的行星轮的个数，Ｆ为行星轮

系外界激励列向量，Ｋ（ｔ）为系统啮合刚度矩阵。
行星轮系相位差的计算见文献［１０］：

γｓｎ ＝ｚｓ
ψｎ
２π
，γｒｎ ＝ｚｒ

ψｎ
２π

（２４）

Ｋ０ｍ ＝ω
２
ｍＭｍ （２５）

式中，ωｍ为系统固有频率，Φ０＝［１，２，…，Ｌ］为
系统的正则振型矩阵，ΦＴ０ＭΦ０ ＝Ｉ，Φ

Ｔ
０Ｋ０Φ０ ＝Λ。

引入变换：ｑ＝Φ０ｘ，将其代入式（２１），并令
Ｆ＝０，得：

　 ｘ̈ｍ ＋ω
２
ｍｘｍ ＋２ε∑

Ｌ

ｗ＝１
∑
∞

ｌ＝１
Ｄ（ｌ）ｍｗｃｏｓｌΩ（ｔ－πΩ[ ]）{ ＋

Ｅ（ｌ）ｍｗｓｉｎｌΩ（ｔ－πΩ[ ] }） ｘｗ ＝０ （２６）

Ｄ（ｌ） ＝ΦＴ０ｋ
（ｌ）
ｖ１Φ０，Ｅ

（ｌ） ＝ΦＴ０ｋ
（ｌ）
ｖ２Φ０，ｇ０ ＝

ｋｒｐ
ｋｓｐ
（２７）

２　应用摄动法研究系统参数的不稳定性

依据文献［１１１３］，运用多尺度法，设方程（２６）
的解为：

ｘｍ ＝ε
０ｘｍ０（ｔ，ｔ１）＋ε

１ｘｍ１（ｔ，ｔ１）＋
ｏ（ε）　（ｍ＝１，…，Ｌ） （２８）

将式（２８）代入式（２６），并令ε０和ε１的系数为０，得：
２ｘｍ０
ｔ２

＋ω２ｍｘｍ０ ＝０　（ｍ＝１，…，Ｌ） （２９）

２ｘｍ１
ｔ２

＋ω２ｍｘｍ１ ＝－２
２ｘｍ０
ｔｔ１

－

２∑
Ｌ

ｗ＝１
∑
∞

ｌ＝１
Ｄ（ｌ）ｍｗｃｏｓｌΩ（ｔ－πΩ[ ]{ ）＋

Ｅ（ｌ）ｍｗｓｉｎｌΩ（ｔ－πΩ[ ] }） ｘｗ１　（ｍ＝１，…，Ｌ）

（３０）
式（２９）的解为：

ｘｍ０ ＝Ａｍ（ｔ１）ｅ
ｊωｍ（ｔ－

π
Ω）＋ｃ．ｃ　（ｍ＝１，…，Ｌ）

（３１）

式中，ｃ．ｃ为前一项的共轭项。
将式（３１）代入式（３０）得：

　
２ｘｍ１
ｔ２

＋ω２ｍｘｍ１ ＝－２ｊωｍｅ
ｊωｍｔＡｍ（ｔ１）

ｔ１
－

∑
Ｌ

ｗ＝１
∑
∞

ｌ＝１
Ａｗ（ｔ１）［（Ｄ

（ｌ）
ｍｗ －ｊＥ

（ｌ）
ｍｗ）ｅ

ｊ（ωｍ＋ｌΩ）（ｔ－
π
Ω）＋

（Ｄ（ｌ）ｍｗ ＋ｊＥ
（ｌ）
ｍｗ）ｅ

ｊ（ωｍ－ｌΩ）（ｔ－
π
Ω）］＋

ｃ．ｃ　（ｍ＝１，…，Ｌ） （３２）
令ｌΩ＝ωｐ＋ωｑ＋σε，这里σ为调谐参数，表示

（ωｐ＋ωｑ）与ｌΩ的接近程度。
单固有频率：

Ω＝
２ωｐ
ｌ ±

ε
ｌωｐ

Λ（ｌ）槡 ｐｐ （３３）

重固有频率：

Ω＝
ωｐ＋ωｑ
ｌ ±εｌ

Λ（ｌ）ｐｑ
ωｐω槡 ｑ

（３４）

式中，Λ（ｌ）ｐｑ ＝（Ｄ
（ｌ）
ｐｑ）

２＋（Ｅ（ｌ）ｐｑ）
２。

设系统方程的特征根为λ，将实部与虚部分开，
则得式（３２）特征方程为：

λ２＋σλ＋１４Λ
（ｌ）
ｐｑ ＝０

λ＝－１２［σ±（σ
２－Λ（ｌ）ｐｑ）

１
２］ （３５）

由式（３５）知：当σ２ ＞Λ（ｌ）ｐｑ，Ａｐ和Ａｑ为有界周期渐近
解；σ２＜Λ（ｌ）ｐｑ，Ａｐ和Ａｑ为发散解；σ

２＝Λ（ｌ）ｐｑ，为其临界
状态。为消除式（３２）的久期项，根据不同Λ（ｌ）ｐｑ，则有以
下情况。

１）当ｐ或ｑ为单根时，则：

２ｊωｐ
Ａｐ
ｔ１
＋［（Ｄ（ｌ）ｐｐ ＋ｊＥ

（ｌ）
ｐｐ）珔Ａｐ＋

（Ｄ（ｌ）ｐｑ ＋ｊＥ
（ｌ）
ｐｑ）珔Ａｑ］ｅ

ｊσｔ１ ＝０ （３６）

２ｊωｑ
Ａｑ
ｔ１
＋［（Ｄ（ｌ）ｑｑ ＋ｊＥ

（ｌ）
ｑｑ）珔Ａｑ＋

（Ｄ（ｌ）ｑｐ ＋ｊＥ
（ｌ）
ｑｐ）珔Ａｐ］ｅ

ｊσｔ１ ＝０ （３７）
满足式（３６）和式（３７）的解分别为 Ａｐ和 Ａｑ：

Ａｐ ＝（Ｒｐ＋ｊＩｐ）ｅ
ｊσｔ１
２，Ａｑ ＝（Ｒｑ＋ｊＩｑ）ｅ

ｊσｔ１
２ （３８）

式中，Ｒｐ、Ｒｑ、Ｉｐ、Ｉｑ均为 ｔ１的实函数；珔Ａｐ、珔Ａｑ分别为
Ａｐ、Ａｑ的共轭函数。将式（３８）代入式（３６）和式
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（３７），对于有界的周期渐近解，有：

σ≥
Λ（ｌ）ｐｑ，槡 １

ωｐ
Λ（ｌ）ｐｑ，１ ＝Ｄ

（ｌ）
ｐｑＤ

（ｌ）
ｑｐ ＋Ｅ

（ｌ）
ｐｑＥ

（ｌ）
ｑｐ ＋

［（Ｄ（ｌ）ｐｐ）
２＋（Ｄ（ｌ）ｑｑ）

２＋（Ｅ（ｌ）ｐｐ）
２＋（Ｅ（ｌ）ｑｑ）

２］
１
２ （３９）

单根情况下，有：

Ω＝１ｌ（２ωｐ±
ε
ωｐ

Λ（ｌ）ｐｑ，槡 １） （４０）

２）ｐ为重根，ｒ为单根时，ｌΩ＝ωｐ＋ωｒ＋εσ，
ｐ为重根，ｒ为单根，为消除式（３２）的久期项，则：

２ｊωｐ
Ａｒ
ｔ１
＋［（Ｄ（ｌ）ｒｐ ＋ｊＥ

（ｌ）
ｒｐ）珔Ａｐ＋

（Ｄ（ｌ）ｒｑ ＋ｊＥ
（ｌ）
ｒｑ）珔Ａｑ］ｅ

ｊσｔ１ ＝０ （４１）

２ｊωｐ
Ａｐ
ｔ１
＋（Ｄ（ｌ）ｐｒ ＋ｊＥ

（ｌ）
ｐｒ）珔Ａｒｅ

ｊσｔ１ ＝０ （４２）

２ｊωｑ
Ａｑ
ｔ１
＋（Ｄ（ｌ）ｑｒ ＋ｊＥ

（ｌ）
ｑｒ）珔Ａｒｅ

ｊσｔ１ ＝０ （４３）

令Ａｒ＝（Ｒｒ＋ｊＩｒ）ｅ
ｊσｔ１
２，并将其代入式（４１）、（４２）、

（４３），则对有界的周期渐近解，有：

Ω＝１ｌ［（ωｐ＋ωｒ）±
ε
ωｐωｒ

Λ（ｌ）ｐｑ，槡 ２］ （４４）

Λ（ｌ）ｐｑ，２ ＝Ｄ
（ｌ）
ｐｒＤ

（ｌ）
ｒｐ ＋Ｄ

（ｌ）
ｑｒＤ

（ｌ）
ｒｐ ＋Ｅ

（ｌ）
ｐｒＥ

（ｌ）
ｒｑ ＋Ｅ

（ｌ）
ｑｒＥ

（ｌ）
ｒｐ

（４５）
Λ中具体元素表达式的计算见文献［１２］。

３　系统在摩擦激励下非线性响应的计算

令状态向量：ｘ＝［ｑ，ｑ］Ｔ

ｘ＝Ａ（ｔ）ｘ（ｔ）＋Ｂｕ（ｔ） （４６）
式中，系统矩阵：

Ａ（ｔ）＝
０ Ｉ

－Ｍ－１Ｋ（ｔ）[ ]０，Ｂ＝
０[ ]Ｉ （４７）

ｕ（ｔ）＝Ｍ－１ｆＴ，当ｕ（ｔ）＝０，式（４６）对应的齐次方程
为：

ｘ＝Ａ（ｔ）ｘ（ｔ） （４８）
系统的状态转移矩阵［１４］为：

Φχ（ｔχ，ｔχ－１）＝

［ｅη
（ｉ）
１ （ｔｉ－ｔｉ－１）ｖ（ｉ）１ ，ｅη

（ｉ）
２ （ｔｉ－ｔｉ－１）ｖ（ｉ）２ ，…，ｅη

（ｉ）
ｄ （ｔｉ－ｔｉ－１）ｖ（ｉ）ｄ ］

（４９）
由文献［１５］可知：

Φ（Ｔ，０）＝∏
１

ｑ＝ｈ
Φｑ（ｔｑ，ｔｑ－１）

Ｔ＝ｔｈ ＞ｔｈ－１ ＞… ＞ｔ１ ＞ｔ０ ＝０ （５０）

Ｘｆ０（ｔ）＝Φ（ｔ，０）ｘ（０）＋∫
ｔ

０
Φ（ｔ，τ）ｆ（τ）ｄτ

ｆ（τ）＝
０
Ｍ－１ｆＴ（τ

{ }{
）

（５１）

式中，Ｘｆ０为计及初始条件下系统的响应。
若不计系统初始条件，即 Ｘ（０）＝０，系统在外

界激励下的响应为：

Ｘｆ（ｔ）＝∫
ｔ

０
Φ（ｔ，τ）ｆ（τ）ｄτ （５２）

又由文献［１６］可知：Φ（ｔ，０）＝Φ（ｔ，τ）Φ（τ，０）
Φ（ｔ，τ）＝Φ（ｔ，０）Φ－１（τ，０），式中 Φ为系统的状态
转移矩阵，ｆ（τ）为外界激励列向量，τ为积分变量，ｔ
为积分常数，则：

Ｘｆ（ｔ）＝Φ（ｔ，０）［Ｇ１（ｗ）＋Ｇ２（ｔ）］ （５３）
由式（５３）可看出，在外界激励下系统的响应可分为
Ｇ１（ｗ）和Ｇ２（ｔ）两部分。对于ｗ个完整周期，有：

　Ｇ１（ｗ）＝∑
ｗ

ｚ＝１
∏
ｈ

ｑ＝１
Φ－１ｑ（ｔｑ，ｔｑ－１[ ]）ｚ－１·

　

∫
ｔ１

０
Φ－１１（τ）ｆ（τ０）ｄτ　（ｑ＝１）

∫
ｔ１

０
Φ－１１（τ）ｆ（τ０）ｄτ＋

　Φ－１１（ｔ１，０）∫
ｔ２

ｔ１
Φ－１２（τ）ｆ（τ０）ｄτ　（ｑ＝２）

…

∫
ｔ１

０
Φ－１１（τ）ｆ（τ０）ｄτ＋

　Φ－１１（ｔ１，０）∫
ｔ２

ｔ１
Φ－１２（τ）ｆ（τ０）ｄτ＋… ＋

　Φ－１１（ｔ１，０）Φ
－１
２（ｔ２，ｔ１）…Φ

－１
ｈ－１（ｔｈ－１，ｔｈ－２）·

　∫
Ｔ

ｔｈ－１
Φ－１ｈ（τ）ｆ（τ０）ｄτ　（ｑ＝ｈ

























）

（５４）
式中τ０ ＝τ＋（ｚ－１）Ｔ。同理，有：

　Ｇ２（ｔ）＝ ∏
ｈ

ｑ＝１
Φ－１ｑ（ｔｌ，ｔｌ－１[ ]）Ｍ

·

　

∫
ｔ－ＭＴ

０
Φ－１１（τ）ｆ（τ０）ｄτ　（ｔ－ＭＴ∈［０，ｔ１））

∫
ｔ１

０
Φ－１１（τ）ｆ（τ０）ｄτ＋Φ

－１
１（ｔ１）·

　∫
ｔ－ＭＴ

ｔ１
Φ－１２（τ）ｆ（τ０）ｄτ　（ｔ－ＭＴ∈［ｔ１，ｔ２））

∫
ｔ１

０
Φ－１１（τ）ｆ（τ０）ｄτ＋

　Φ－１１（ｔ１，０）∫
ｔ２

ｔ１
Φ－１２（τ）ｆ（τ０）ｄτ＋… ＋

　Φ－１１（ｔ１，０）Φ
－１
２（ｔ２，ｔ１）…Φ

－１
ｈ－１（ｔｈ－１，ｔｈ－２）·

　∫
ｔ－ＭＴ

ｔｈ－１
Φ－１ｈ（τ）ｆ（τ０）ｄτ　（ｔ－ＭＴ∈［ｔｈ－１，ｔｈ























））

（５５）
式中，τ０ ＝τ＋ｚＴ。
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４　系统参数对行星轮系动力学影响的计算
与讨论

　　以某兆瓦级风电增速行星轮系为例（参数见表

１），计算系统设计参数对行星轮系稳定性和非线性
响应的影响。

表１　风电增速行星轮系参数（内齿圈固定）
Ｔａｂ．１　Ｗｉｎｄｐｏｗｅｒｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｐｌａｎｅｔａｒｙｇｅａｒｗｉｔｈｆｉｘｅｄｒｉｎｇ

基本参数
齿数：Ｚｓ＝２３，Ｚｐ＝３７，Ｚｒ＝９７；模数：ｍ＝１４ｍｍ；压力角：α０＝２０°；齿宽：Ｂ＝３００ｍｍ
重合度：ｃｓ＝１．６５，ｃｒ＝１．９３；传动比：ｉｓｃ＝５．２１７；输入转矩：Ｔｉｎ＝１．０Ｅ５Ｎ·ｍ；输入转速：ｎｉｎ＝２０ｒ／ｍｉｎ

动力学

参数

平均啮合刚度：ｋｓｐ＝ｋｒｐ＝７．５Ｅ８Ｎ·ｍ
等效惯量：Ｊｃ／ｒ

２
ｃ＝３２６８，Ｊｓ／ｒ

２
ｓ＝１５９，Ｊｐ／ｒ

２
ｐ＝２４１，ｍｐ＝３１２ｋｇ

啮合周期：Ｔ＝０．０２５ｓ；υｓ＝０．１５；υｒ＝０．０１；γｓｎ＝－０．１０
Ｎ０＝３时：ω１＝０ｋＨｚ，ω２＝１．７８７ｋＨｚ，ω３＝ω４＝２．４９５ｋＨｚ，ω５＝４．２７２ｋＨｚ

４．１　齿间滑动摩擦和相位差对系统参数稳定性的
影响

图５为齿间滑动摩擦和相位差对由轮齿啮合刚
度变化引起的参数稳定性影响。

（γｓｎ＝ ０，－
２
３，－[ ]１３ ，γｒｎ＝ ０，１３，[ ]２３ ，γｓｒ＝１２，

ｃｓ＝１．６，ｃｒ＝１．７，ε＝ε１＝ε２，μ＝０．０５）
图５　摩擦和相位差对稳定性的影响

Ｆｉｇ．５　Ｉｍｐａｃｔｏｆｓｔｉｆｆｎｅｓｓｖａｒｉａｔｉｏｎｏｎｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ
ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓｗｉｔｈｆｒｉｃｔｉｏｎａｎｄｐｈａｓｅ

　

由图５可看出，相位差和齿间滑动摩擦都不影
响系统刚体运动稳定性；在摩擦和相位差的共同作

用下，由啮合刚度引起的不稳定区域得到明显的抑

制。如图所示的（ω２＋ω３）和 ω３所在的不稳定区
域。啮合轮齿间的滑动摩擦减小了啮合刚度的幅

值，相位差的存在改善了行星轮系在啮合周期内重

合度的分配。

图６为相位差对系统摩擦振幅的影响。由于
相位差改变了整个行星轮系重合度在啮合周期内

时间上的分布，使得由啮合轮齿单双齿交替啮合

引起的系统刚度突变值减小，从而改善了行星轮

系啮合刚度的整体分布。因此，太阳轮和行星轮

由齿间滑动摩擦引起的响应幅值，在相位差存在

时得到了抑制。由于在一个啮合周期内，太阳轮

多处与行星轮相啮合，所以太阳轮的摩擦响应振

幅较行星轮要大一些。

图６　相位差对系统摩擦振幅的影响
Ｆｉｇ．６　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｐｈａｓｅｏｎｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｆｒｉｃｔｉｏｎ

　

４．２　重合度对系统稳定性的影响
图７为内、外啮合的重合度对系统稳定性的影

响。由图７可看出以下几点：①内、外啮合重合度
的大小对系统参数不稳定性的影响是不同的，对比

图７（ａ）和图７（ｂ）可以看出，内齿圈行星轮的重合
度对系统参数不稳定性区域比太阳轮行星轮的要
大；②轮齿间的摩擦力可以减小系统参数的不稳定
区域，但影响不是很大；③在内、外重合度均为１．５
时，系统的参数不稳定区域最大，当内、外重合度均

为整数１或２时，系统的不稳定区域消失，内、外重
合度值越接近整数１或２，系统的参数不稳定区域
越小；④内、外重合度的改变不影响 ω１＝０系统刚
体运动的稳定性。
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图７　重合度对稳定性的影响
Ｆｉｇ．７　Ｉｍｐａｃｔｏｆｃｏｎｔａｃｔｒａｔｉｏｓｏｎｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ
　

４．３　齿间载荷分配系数对行星轮系各构件摩擦振
幅的影响

图８为齿间载荷分配系数对行星轮系各构件摩
擦振幅的影响。

由图８（ａ）可看出，齿间载荷分配系数在双齿啮
合的时段，对行星轮由摩擦引起的摩擦振幅有重要

影响。在齿间载荷分配因子 α＝０．１时，行星轮的
摩擦振幅最大；而在 α＝０．５时，行星轮的摩擦振幅
最小。齿间载荷越趋于平均，齿间载荷分配系数对

摩擦振幅的影响越小。可看出在双齿啮合阶段，轮

齿间的载荷分配系数对行星轮的摩擦振幅有重要的

影响。

由图８（ｂ）可看出，由于相位差的存在，多个行
星轮与太阳轮相啮合，使得齿间载荷分配系数在整

个啮合周期都对太阳轮的摩擦振幅产生影响。

由图８（ｃ）可看出，轮齿间的载荷分配系数基本
不影响行星架的摩擦响应振幅。　
　
　
　

图８　齿间载荷分配系数对行星轮系各构件摩擦振幅的影响
Ｆｉｇ．８　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｌｏａｄｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆａｃｔｏｒｏｎｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｆｒｉｃｔｉｏｎ　
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５　结　论

１）轮齿间的滑动摩擦对行星轮系的参数稳定
性和摩擦响应都有重要的影响。随着轮齿间摩擦因

子的增大，轮齿间的滑动摩擦可以明显地对行星轮

系的轮齿啮合刚度产生影响，进而影响系统由啮合

刚度的变化引起的参数不稳定性和系统的摩擦响应

振幅。

２）相位差对行星轮系的参数稳定性和摩擦振
动响应有不可忽视的影响。相位差的存在使得行星

轮系重合度成为时间和空间的函数，对于改善行星

轮系整体的啮合刚度的分布较为有利，削弱了轮齿

单双齿啮合引起啮合刚度突变对行星轮系整体的影

响，有效改善了太阳轮浮动的增速行星轮系的啮合

状况，较好地抑制了由齿间滑动摩擦引起的振幅响

应并减小了行星轮系的不稳定性区域。

３）齿间载荷分配系数对行星轮系各构件的摩
擦振幅有明显影响，改善行星轮齿间载荷分配状况

可有效抑制由摩擦引起的振幅响应。
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