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摘要：为解决一维土壤水分运动问题，结合径向基函数与配点法，提出了一种新的无网格方法———

径向基配点法无网格算法，证明了解的存在性和唯一性，并通过具体的实例，将该方法与有限差分

法比较，结果表明该方法具有计算精度高且易于实现的优点。
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　　径向基函数配点法［１３］是一种求解微分方程

数值解的无网格方法，径向基函数具有形式简单、

各向同性等优点。目前，求解土壤水分运动方程

的数值方法主要是有限差分法［４７］和有限元

法［８１１］，近年来随着无网格的发展，也有不少学者

用最小二乘配点法［１２］和径向基函数法［１３１４］求解

土壤水分渗流问题。由于水分运动的基本方程大

部分是对流扩散方程，用有限差分法和有限元法

容易产生数值振荡，而径向基函数配点法能够很

好地处理这类问题。

本文介绍了径向基函数和配点法的基本理论，

并针对一维土壤水分运动方程，构造了一种新的数

值方法———径向基配点无网格法，同时证明了数值

解的存在性和唯一性。通过具体算例的计算，再与

有限差分法比较，可知该方法计算精度高且易于

实现。

１　径向基配点法

１．１　径向基函数
径向基函数（ＲａｄｉａｌＢａｓｉｓＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＲＢＦ）是指

依赖于径向坐标ｒ的函数：
φｊ（ｒ）＝φ（ｘ－ｘｊ），其中ｒ＝ ｘ－ｘｊ是节点ｘ与
ｘｊ的欧几里得距离。对任意函数ｕ（ｘ）可以用径向基
函数近似为：

ｕ（ｘ）≈ｕｈ（ｘ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１
ｕｊφｊ（ｘ）＝

ΦＴ（ｘ）ａ，　ｘ∈Ω （１）
其中Ｎ为插值节点数，ｘｊ为布置在Ω上的插值节点，
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ΦＴ（ｘ）＝ φ１，φ２，…，φ[ ]
Ｎ ，ａ＝ ｕ１，ｕ２，…ｕ[ ]

Ｎ
Ｔ，ｕｊ

为待定系数。

在数值计算中，通常采用的径向基函数有 ＭＱ

函数（Ｍｕｌｔｉｑｕａｄｒｉｃｓ）： ｃ２＋ｒ槡
２，（ｃ＞０）；高斯函数

（Ｇａｕｓｓｉａｎｓ）：ｅｘｐ（－ｃｒ２），（ｃ＞０）；逆 ＭＱ函数

（ＩｎｖｅｒｓｅＭｕｌｔｉｑｕａｄｒｉｃｓ）：１／ ｃ２＋ｒ槡
２，（ｃ＞０）等，

本文选用高斯函数求解。

１．２　配点法
许多问题往往归结为给定边界条件与初始条件

的偏微分方程求解问题，即定解问题。设定解问题的

偏微分方程及其边界条件分别为：

Ｌ［ｕ（ｘ）］＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ω （２）
Ｂ［ｕ（ｘ）］＝ｇ（ｘ），ｘ∈Γ （３）

其中Ｌ和Ｂ为微分算子。
配点法的思路是在域内选定ＮΩ个点，使各节点

满足平衡方程（２），在边界上选定 ＮΓ个点，使各节
点满足边界条件（３），即函数ｕ（ｘ）可以用与一组离
散节点ｘｉ（ｉ＝１，２，…Ｎ）相对应的紧支函数 φｊ（ｘ）
的线性组合近似为：

ｕ（ｘ）≈ｕｈ（ｘ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１
ｕｊφｊ（ｘ）＝Φ

Ｔ（ｘ）ａ（４）

代入（２），（３），有：

∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｌφｊ（ｘｋ[ ]）ｕｊ＝ｆ（ｘｋ），　ｘｋ∈Ω，ｋ＝１，２，…ＮΩ

∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｂφｊ（ｘｋ[ ]）ｕｊ＝ｇ（ｘｋ），　ｘｋ∈Γ，ｋ＝１，２，…ＮΓ

　　此处设Ｌ和Ｂ为线性算子。当ＮΩ＋ＮΓ ＞Ｎ时，
是一个超定线性方程组，需要用最小二乘法求解；当

ＮΩ＋ＮΓ＝Ｎ时，则求解节点近似值的是一个线性方
程组；如果Ｌ和Ｂ为非线性算子，则得到的是一个非
线性方程组，此时需要采用迭代法求解节点近似值。

常用的非线性方程组的求解方法有：直接迭代法、增

量法和牛顿拉弗森法等。

２　数值方法的构造与解的存在唯一性

２．１　径向基配点法
以含水率θ为因变量的一维非饱和土壤水分运

动基本方程为：

θ
ｔ
＝ 
ｚＤ（θ）

θ
( )ｚ＋

Ｋ（θ）
ｚ

＋ｓ（ｚ，ｔ） ０≤ｚ≤Ｌ，ｔ＞０

θ（ｚ，０）＝θａ ｔ＝０，ｚ≥０

θ（０，ｔ）＝θｂ ｚ＝０，ｔ＞０

θ（Ｌ，ｔ）＝θａ ｚ＝Ｌ，ｔ＞










０

（５）

式中，θ为土壤体积含水率，Ｄ（θ）和Ｋ（θ）分别为非

饱和土壤水扩散率和导水率，Ｄ（θ）＞０，Ｄ（θ）和
Ｋ（θ）均为连续函数，ｓ（ｚ，ｔ）为根系吸水项，ｔ为时
间，ｚ为距离，ｚ＝０为地平面，ｚ向下为正，θａ为均匀
分布的初始含水率，θｂ为地表因湿润条件而维持不
变的含水率。

由于二阶导项为非线性项，不能直接采用配点

法，因此我们先对其做一阶中心差分处理：


ｚＤ（θ）

θ
[ ]ｚｚ＝ｚｊ

≈

１
２Δｚ Ｄ（θ）θ[ ]ｚｚ＝ｚｊ＋１

－ Ｄ（θ）θ[ ]ｚｚ＝ｚｊ－
{ }

１

＝

１
２Δｚ

Ｄθｊ＋( )
１
θ
( )ｚｚ＝ｚｊ＋１

－Ｄθｊ－( )
１
θ
( )ｚｚ＝ｚｊ－

[ ]
１

（６）

其中，Δｚ为空间步长，当 ｊ＝１，Ｎ时，ｚｊ为边界点；
当 ｊ＝２，３，…，Ｎ－１时，ｚｊ为内点。

方程（５）的左端项采用向前差分离散，则

θ
( )ｔ

ｔ＝ｔｎ＋１

ｚ＝ｚｊ

≈ θｎ＋１－θｎ

Δ( )ｔ ｚ＝ｚｊ

＝
θｎ＋１ｊ －θｎｊ
Δｔ

（７）

方程（５）的右端第二项采用中心差分离散，则

Ｋ( )θ
( )ｚ

ｔ＝ｔｎ＋１

ｚ＝ｚｊ

≈
Ｋθｎ＋１ｊ＋( )

１ －Ｋθ
ｎ＋１
ｊ－

( )
１

２Δｚ
（８）

θｚ，ｔ( )ｎ 的近似值 珓θｚ，ｔ( )ｎ 可表示为：

珓θ（ｚ，ｔｎ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１
ｕｎｊφ（‖ｚ－ｚｊ‖）＝∑

Ｎ

ｊ＝１
ｕｎｊφｊ（ｚ）

（９）
采用配点法，要求上式在边界点处满足边界条

件，在域内满足微分方程，有：


Ｎ

ｊ＝１
ｕｎ＋１ｊ φｊ（ｚｉ）－

Δｔ
２Δｚ

Ｄ（θｎ＋１ｉ＋１）
ｄφｊ（ｚ）
ｄ( )ｚ ｚ＝ｚｉ＋

[{
１

　－Ｄ（θｎ＋１ｉ－１）
ｄφｊ（ｚ）
ｄ( )ｚ ｚ＝ｚｉ－

] }
１

＝θｎｉ＋
Δｔ
２Δｚ
（Ｋ（θｎ＋１ｉ＋１）

　 －Ｋ（θｎ＋１ｉ－１））＋ｓ（ｚ，ｔ）Δｔ

　（ｉ＝２，３，…，Ｎ－１；ｎ＝０，１，２，…）
θ０ｉ ＝θａ　（ｉ＝２，３，…，Ｎ－１）

∑
Ｎ

ｊ＝１
ｕｎ＋１ｊ φｊ（ｚ１）＝θ

ｎ＋１
ｂ ，∑

Ｎ

ｊ＝１
ｕｎ＋１ｊ φｊ（ｚＮ）＝θ

ｎ＋１
ａ

　（ｎ＝０，１，２





















，…） （１０）
令：

ψｊ（ｚｉ）＝φｊ（ｚｉ）－
Δｔ
２Δｚ

Ｄ（θｎ＋１ｉ＋１）
ｄφｊ（ｚ）
ｄ( )ｚ ｚ＝ｚｉ＋１

[ －

Ｄ（θｎ＋１ｉ－１）
ｄφｊ（ｚ）
ｄ( )ｚ ｚ＝ｚｉ－

]
１

ｆｎ＋１ｉ ＝θｎｉ＋
Δｔ
２ΔｚＫθ

ｎ＋１
ｉ＋

( )
１ －Ｋθ

ｎ＋１
ｉ－

( )( )
１
＋ｓ（ｚ，ｔ）Δｔ
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则（１０）式可写成矩阵方程形式
ＨＵ＝Ｆ （１１）

其中：

Ｈ ＝

ψ１ ｚ( )
１ ψ２ ｚ( )

１ ψ３ ｚ( )
１ … ψＮ ｚ( )

１

ψ１ ｚ( )
２ ψ２ ｚ( )

２ ψ３ ｚ( )
２ … ψＮ ｚ( )

２

ψ１ ｚ( )
３ ψ２ ｚ( )

３ ψ３ ｚ( )
３ … ψＮ ｚ( )

３

    

ψ１ ｚ( )
Ｎ ψ２ ｚ( )

Ｎ ψ３ ｚ( )
Ｎ … ψＮ ｚ( )

















Ｎ

（１２）
Ｕ＝ ｕｎ＋１１ ，ｕ

ｎ＋１
２ ，…，ｕ

ｎ＋１
Ｎ－１，ｕ

ｎ＋１[ ]
Ｎ

Ｔ （１３）
Ｆ＝ ｆｎ＋１１ ，ｆ

ｎ＋１
２ ，…，ｆ

ｎ＋１
Ｎ－１，ｆ

ｎ＋１[ ]
Ｎ

Ｔ （１４）
２．２　解的存在唯一性

定理１　如果径向基函数 φ（ｒ）的傅里叶变换
Ｆ［φ］（ω）几乎处处大于零，则Ｈ可逆，即矩阵方程
（１１）存在唯一解。

证明：首先证明｛φｊ（ｚ）｝
Ｎ
ｊ＝１和｛ψｊ（ｚ）｝

Ｎ
ｊ＝１的线

性无关性。

假设｛φｊ（ｚ）｝
Ｎ
ｊ＝１线性相关，则存在一组不全为

零的实数λｊ（１≤ｊ≤Ｎ），使得：

∑
Ｎ

ｊ＝１
λｊφｊ（ｚ）＝０

０＝∑
Ｎ

ｊ＝１
λｊφｊ（ｚ）＝∫

Ｒｄ
∑
Ｎ

ｊ＝１
λｊＦ［φ］ｅ

ｉ＜ｚ－ｚｊ，ω＞ｄω＝

∫
Ｒｄ

ｅｉ＜ｚ，ω＞Ｆ［φ］∑
Ｎ

ｊ＝１
λｊｅ

－＜ｚｊ，ω＞ｄω

由定理条件，Ｆ［φ］＞０，且ｅｉ＜ｚ，ω＞不恒等于０，所以

∑
Ｎ

ｊ＝１
λｊｅ

－ｉ＜ｚｊ，ω＞ ＝０，从而λｊ＝０（ｊ＝１，２，…，Ｎ）与假

设矛盾，因此向量组｛φｊ（ｚ）｝
Ｎ
ｊ＝１是线性无关的。

同理，假设｛ψｊ（ｚ）｝
Ｎ
ｊ＝１线性相关，则存在一组不

全为零的实数λｊ（１≤ｊ≤Ｎ），使得：

∑
Ｎ

ｊ＝１
λｊψｊ（ｚ）＝０

０＝∑
Ｎ

ｊ＝１
λｊψｊ（ｚ）＝∑

Ｎ

ｊ＝１
λｊφｊ（ｚ）－

　　

　{ 　

Δｔ
２ΔｚＤ（θ（ｚ＋Δｚ））

ｄφｊ（ｚ＋Δｚ）
ｄｚ[ －

Ｄ（θ（ｚ－Δｚ））
ｄφｊ（ｚ－Δｚ）

ｄ ] }ｚ
＝∑

Ｎ

ｊ＝１
λｊφｊ（ｚ）－{ 　

　

Ｄ（θ（ξ））Δｔ２Δｚ
ｄφｊ（ｚ＋Δｚ）

ｄｚ －
ｄφｊ（ｚ－Δｚ）

ｄ[ ] }ｚ
其中θ（ξ）∈ θ（ｚ－Δｚ），θ（ｚ＋Δｚ[ ]），当Δｚ→０时，
则有：

０＝∑
Ｎ

ｊ＝１
λｊφｊ（ｚ）－Ｄθ（ξ[ ]）Δｔ

ｄ２φｊ（ｚ）
ｄｚ{ }２

＝

∫
＋∞

－∞
∑
Ｎ

ｊ＝１
λｊ（Ｆ［φ］ｅ

ｉω（ｚ－ｚｊ）－

（ｉω）２Ｄ（θ（ξ）Ｆ［φ］Δｔｅｉω（ｚ－ｚｊ））ｄω
令ｚ＝ｚｋ，则有：

０＝∫
＋∞

－∞

（Ｆ［φ］ｅｉωｚｋ∑
Ｎ

ｊ＝１
λｊｅ

－ｉωｚｊ［１－

（ｉω）２Ｄ（θｋ（ξ））Δｔ］ｄω＝

∫
＋∞

－∞

（Ｆ［φ］ｅｉωｚｋ∑
Ｎ

ｊ＝１
λｊｅ

－ｉωｚｊ［１＋ω２Ｄ（θｋ（ξ））Δｔ］ｄω

其中 Ｄθｋ（ξ( )） ＞０，θｋ（ξ）∈ ［θ（ｚ－Δｚ），θ（ｚ＋

Δｚ）］，且Ｆ［φ］＞０。所以∑
Ｎ

ｊ＝１
λｊｅ

－ｉωｚｊ＝０，从而λｊ＝

０（ｊ＝１，２，…，Ｎ），与假设矛盾，因此向量组
｛ψｊ（ｚ）｝

Ｎ
ｊ＝１是线性无关的，那么 Ｈ可逆，即方程

（１１）存在唯一解。

３　数值算例

算例１　一维水平吸渗的土壤水分运动方程。
θ
ｔ
＝
ｚＤ（θ）

θ
( )ｚ＋ｆ （０≤ｚ≤１，ｔ＞０）

θ（ｚ，０）＝θ０ （ｔ＝０，ｚ≥０）

θ（０，ｔ）＝ｆ１ （ｚ＝０，ｔ＞０）

θ（１，ｔ）＝ｆＮ （ｚ＝１，ｔ＞０













）

取Ｄ（θ）＝θ＋１，真解为θ（ｚ，ｔ）＝ｔｚ２＋１，ｆ＝
－６ｔ２ｚ２＋ｚ２－４ｔ，θ０，ｆ１、ｆＮ由真解确定，空间步长ｈ＝
００５ｍ，时间步长 Δｔ＝００１ｄ，选取高斯函数
ｅｘｐ（－ｃｒ２），（ｃ＞０）作为径向基函数，误差采用Ｌ２范数
进行估计。

算例１数值计算结果和精确解的比较如图１所示。

图１　算例１本文算法解与真解比较
Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ
ａｎｄｔｈｅｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ１

　

由图可知，本文算法具有较高的计算精度。在不同
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的空间步长下，时间步长Δｔ＝０．０１ｄ，选择高斯函数中
不同的参数ｃ，得到算例１本文算法的数值结果如表１
所示。

表２为取空间步长０．０５ｍ，时间步长０．０１ｄ，算例１
本文算法与有限差分法之间的计算时间和误差比较。

表１　算例１本文算法数值结果
Ｔａｂ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｅｘａｍｐｌｅ１

空间

步长 ／ｍ
参数ｃ 计算时间 ／ｓ 计算误差

０．１０
１．５ ３２．７９５４５ ８．０３１１ｅ００５
２ ０．８５６６８５ ５．５００１ｅ００５
２．５ ０．５７８９２１ ５．７００９ｅ００５

０．０５
１９ ２５．９８１６７６ １．８２２３ｅ００５
２０ ５．９３１５６３ ３．８１６０ｅ００５
２１ ２．８６５７１７ ３．２７０１ｅ００５

０．０２
２２５ １９．６９９３０ ４．３４８４ｅ００４
２２６ ７．２３６２８４ ４．０８９６ｅ００４
２２７ ７．５２３３４８ ４．１８３５ｅ００４

表２　算例１本文算法与有限差分法的比较
Ｔａｂ．２　Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒｃｏｍｐａｒｉｅｄ
ｗｉｔｈｔｈａｔｏｆｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ１

算法
本文算法

ｔ＝０．５ｄ ｔ＝１ｄ
有限差分法

ｔ＝０．５ｄ ｔ＝１ｄ
计算时

间 ／ｓ
１．１２８０８８ ２．２９３４２６ ０．３８１０３７ ０．７６１９７３

计算

误差
３．０５５６ｅ００５ ４．４５６８ｅ００５ ３．１０００ｅ００３ １．０７００ｅ００３

算例２　一维垂直入渗的土壤水分运动方程。
θ
ｔ
＝
ｚＤ（θ）

θ
( )ｚ＋

Ｋ（θ）
ｚ

＋ｆ （０≤ｚ≤１，ｔ＞０）

θ（ｚ，０）＝θ０ （ｔ＝０，ｚ≥０）

θ（０，ｔ）＝ｆ１ （ｚ＝０，ｔ＞０）

θ（１，ｔ）＝ｆＮ （ｚ＝１，ｔ＞０













）

取Ｄ（θ）＝θ＋１００，Ｋ（θ）＝θ，真解为θ（ｚ，ｔ）＝
ｔｚ－ｔｚ２，ｆ＝－６ｔ２ｚ２＋６ｔ２ｚ－ｚ２－ｔ２＋２ｔｚ＋ｚ＋１９９ｔ，
θ０、ｆ１、ｆＮ由真解确定，空间步长ｈ＝０．０２ｍ，时间步
长Δｔ＝０．０１ｄ，依然选取高斯函数作为径向基
函数。

算例２数值计算结果和精确解的比较如图２所
示。由图２可知，本文算法解与精确解相当吻合。时
间步长取Δｔ＝０．０１ｄ，选择不同的空间步长和高斯
函数中不同的参数ｃ，得到算例２本文算法的数值结
果如表３所示。表４为算例２本文格式与有限差分法
之间的计算时间和误差比较，空间步长取０．０５ｍ，
时间步长取０．０１ｄ。

图２　算例２本文算法解与真解比较
Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ
ａｎｄｔｈｅｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ２　

表３　算例２本文算法数值结果

Ｔａｂ．３　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｅｘａｍｐｌｅ２

空间

步长 ／ｍ
参数ｃ 计算时间 ／ｓ 计算误差

０．１０
１．７ １７．８６３９４４ ８．９２８５ｅ００５
２ １．３５０４７７ ５．３０８７ｅ００５
２．５ ０．４４０４６７ ２．７８８８ｅ００５

０．０５
１９ ５７．８９０２９４ ６．５０３４ｅ００５
２２ １．６６０９８８ ９．０４３４ｅ００５
２５ １．６３６４０６ １．３１９７ｅ００４

０．０２
２１５ ２８．０９０４９４ ２．２２６９ｅ００４
２２０ ９．４９１０１９ ２．３７６３ｅ００４
２２５ ９．２１７３５０ ２．５１３０ｅ００４

表４　算例２本文算法与有限差分法的比较
Ｔａｂ．４　Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒｃｏｍｐａｒｉｅｄ

ｗｉｔｈｔｈａｔｏｆｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄｆｏｒＥｘａｍｐｌｅ２

算法
本文算法

ｔ＝０．５ｄ ｔ＝１ｄ
有限差分法

ｔ＝０．５ｄ ｔ＝１ｄ
计算时

间 ／ｓ
０．７３９６５７ １．６６０９８８ ０．２９１４９０ ０．３１８２０５

计算

误差
８．７０４６ｅ００５９．０４３４ｅ００５ １．６０００ｅ００３２．００００ｅ００３

４　结　论

通过具体数值算例，将径向基无网格法与有限

差分法求解一维土壤水分运动方程的计算精度进行

比较，得知本文算法计算精度较高，实现容易。此

外，数值试验观察发现：空间步长以及时间步长的选

取对计算精度有直接影响，而径向基函数的选取和

参数ｃ的选取是保证计算精度的关键因素。
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