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摘要：考虑广义带空间调制非线性的准二维玻色爱因斯坦凝聚方程。研究其初边值问题解的存
在性和唯一性。通过一系列的先验估计，利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法验证了上述问题广义解的存在性，并进
而确认了解的唯一性。
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　　玻色爱因斯坦凝聚是玻色子原子在冷却到绝
对零度附近时所呈现出的一种气态的、超流性的物

态。在这种状态下，几乎全部原子都聚集到能量最

低的量子态，所有的原子就象一个原子一样，具有完

全相同的物理性质。ＢＥＣ体具有奇特的性质可以
用来设计精确度更高的原子钟，将光储存起来，甚

至还可以用玻色爱因斯坦凝聚体来模拟黑洞。因
此对ＢＥＣ的研究对物理学的发展和科学技术的进
步将有着深刻的影响。

ＢＥＣ的状态可以通过凝聚波函数 φ来描述。
假设所有的原子都被凝聚，利用平均场理论处理波

色子得到总能量，保持原子数不变使能量最小化，得

到ＧＰ方程为：
　　ｉ珔ｈφｔ（珒ｒ）＝

－珔ｈ
２２

２ｍ ＋Ｖ（珒ｒ）＋ｇ｜φ（珒ｒ）｜( )２ φ（珒ｒ） （１）

其中，珔ｈ为普朗克常数，ｍ为玻色子的质量，Ｖ（珒ｒ）为
外势，ｇ表示原子间相互作用的强度。

ＧＰ方程很好的描述了 ＢＥＣ的行为，因而常用
来做理论分析。

随着著名的玻色 爱因斯坦凝聚实验的实现，
有关ＢＥＣ的实验和理论研究工作被大量而广泛地
开展［１１０］。文献［２］研究了光晶格中 ＢＥＣ的动力学
性质，解析地讨论了光晶格的维数对自囚禁、孤波和

呼吸子等动力学行为的影响。

然而，大部分有关带空间调制非线性的玻色 
爱因斯坦凝聚方程的研究都局限在准一维的情

形下。

在ＢＥＣ被限制在谐波陷阱中的情况下ＧＰ方程
变为准二维玻色爱因斯坦凝聚方程，即：

ｉφｔ＝－
１
２（φｘｘ＋φｙｙ）＋
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１
２ω

２（ｘ２＋ｙ２）φ＋

ｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜２φ
（ｘ，ｙ）∈Ω，ｔ∈（０，Ｔ） （２）

式中，Ω＝［ａ，ｂ］×［ｃ，ｄ］Ｒ２。
本研究考虑如下广义带空间调制非线性的准二

维玻色爱因斯坦凝聚方程的适定性，即：

ｉφｔ＝－
１
２（φｘｘ＋φｙｙ）＋

１
２ω

２（ｘ２＋ｙ２）φ＋

ｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐφ
０＜ｐ＜２
（ｘ，ｙ）∈Ω
ｔ∈（０，Ｔ） （３）

研究式（３）带如下初边值条件时广义解的存在性和
唯一性，即：

φΩ ＝０，　ｔ∈［０，Ｔ］　　　 （４）

φｔ＝０ ＝φ０（ｘ，ｙ），　（ｘ，ｙ）∈Ω （５）
在本研究中笔者用 Ｃ和 Ｃｉ表示不同的可能依

赖初始值的正常数。

１　先验估计

引理１　 如果 φ０（ｘ，ｙ）∈ Ｌ
２（Ω），则公式（３）

～（５）的解为：
‖φ（·，ｔ）‖２

Ｌ２（Ω） ＝‖φ０（ｘ，ｙ）‖
２
Ｌ２（Ω）

证明：将 （３）式与φ做内积得：

（ｉφｔ，φ）＝－
１
２（φｘｘ＋φｙｙ，φ）＋　　

１
２ω

２
（ｘ２＋ｙ２）φ，( )φ＋

ｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐφ，( )φ （６）
由于：

ｌｍ（ｉφｔ，φ）＝
１
２
ｄ
ｄｔ‖φ‖

２
Ｌ２（Ω）

ｌｍ［－１２（φｘｘ＋φｙｙ，φ）＋

１
２ω

２
（ｘ２＋ｙ２）φ，( )φ＋

ｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐφ，( )φ］＝０
所以由 （６）式知：

ｄ
ｄｔ‖φ（·，ｔ）‖

２
Ｌ２（Ω） ＝０

从而有：

‖φ（·，ｔ）‖２
Ｌ２（Ω） ＝ φ０（ｘ，ｙ）

２

Ｌ２（Ω）

引理２　如果φ０（ｘ，ｙ）∈Ｈ
１
０（Ω）∩Ｌ

ｐ＋２（Ω），则
公式（３）～（５）的解为：

Ｅ( )ｔ＝Ｅ( )０
其中：

Ｅ（ｔ）＝１４‖φｘ‖
２
Ｌ２（Ω）＋　　　　　　

１
４‖φｙ‖

２
Ｌ２（Ω）＋

ω２
４Ω（ｘ２＋ｙ２）｜φ｜２ｄｘｄｙ＋
１
ｐ＋２Ωｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐ＋２ｄｘｄｙ

证明：将 （３）式与φｔ做内积，得：

（ｉφｔ，φｔ）＝－
１
２（φｘｘ＋φｙｙ，φｔ）＋　　

１
２ω

２
（ｘ２＋ｙ２）φ，φ( )

ｔ ＋

ｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐφ，φ( )
ｔ （７）

由于：

Ｒｅ（ｉφｔ，φｔ）＝０

Ｒｅ－１２（φｘｘ＋φｙｙ，φｔ[ ]） ＝
　　 １４

ｄ
ｄｔ‖φｘ‖

２
Ｌ２（Ω）＋‖φｙ‖

２
Ｌ２（Ω

( )
）

Ｒｅ１
２ω

２
（ｘ２＋ｙ２）φ，φ( )[ ]ｔ

＝

　　ω
２

４
ｄ
ｄｔΩ（ｘ２＋ｙ２）｜φ｜２ｄｘｄｙ

Ｒｅｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐφ，φ( )
ｔ ＝

　　 １
ｐ＋２

ｄ
ｄｔΩｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐ＋２ｄｘｄｙ

则由 （７）式知：
ｄ
ｄｔ［
１
４‖φｘ‖

２
Ｌ２（Ω）＋

１
４‖φｙ‖

２
Ｌ２（Ω）＋

ω２
４Ω（ｘ２＋ｙ２）｜φ｜２ｄｘｄｙ＋
１
ｐ＋２Ωｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐ＋２ｄｘｄｙ］＝０（８）

记：

Ｅ（ｔ）＝１４‖φｘ‖
２
Ｌ２（Ω）＋

１
４‖φｙ‖

２
Ｌ２（Ω）＋

ω２
４Ω（ｘ２＋ｙ２）｜φ｜２ｄｘｄｙ＋
１
ｐ＋２Ωｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐ＋２ｄｘｄｙ

则由 （７）式得：
Ｅ( )ｔ＝Ｅ( )０

引理３　如果ｕ∈Ｌｑ（Ω），Ｄｍｕ∈Ｌｒ（Ω），１≤ｑ，
ｒ≤∞，０≤ｊ≤ｍ，ΩＲｎ，则：

‖Ｄｊｕ‖Ｌｐ（Ω）≤Ｃ‖Ｄ
ｍｕ‖α

Ｌｒ（Ω）‖ｕ‖
１－α
Ｌｑ（Ω）
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其中，Ｃ是正常数，０≤ ｊ
ｍ≤α≤１，并且有：

１
ｐ＝

ｊ
ｎ＋α

１
ｒ－

ｍ( )ｎ ＋
（１－α）１ｑ

引理４　如果引理 ２的条件成立，并且存在一
个常数 Ｍ ＞０使得 ｜ｇ（ｘ，ｙ）｜≤ Ｍ，（ｘ，ｙ）∈ Ω，
则有：

‖φ‖Ｈ１（Ω）≤Ｃ
‖φ‖Ｌｐ＋２（Ω）≤Ｃ

证明：由引理 ２知：
１
４‖φｘ‖

２
Ｌ２（Ω）＋

１
４‖φｙ‖

２
Ｌ２（Ω）＋　　　　　

ω２
４Ω（ｘ２＋ｙ２）｜φ｜２ｄｘｄｙ≤
｜Ｅ（０）｜＋ １

ｐ＋２Ω｜ｇ（ｘ，ｙ）｜｜φ｜ｐ＋２ｄｘｄｙ≤
｜Ｅ（０）｜＋ Ｍ

ｐ＋２Ω｜φ｜ｐ＋２ｄｘｄｙ （９）

由引理 ３及Ｙｏｕｇ不等式［４６］得：

Ｍ
ｐ＋２Ω｜φ｜ｐ＋２ｄｘｄｙ≤
Ｃ‖φ‖ｐ

Ｌ２（Ω）‖φ‖
２
Ｌ２（Ω）≤

１
８‖φ‖

２
Ｌ２（Ω）＋Ｃ （１０）

于是由 （９）、（１０）式可得：
‖φ‖Ｈ１（Ω）≤Ｃ
‖φ‖Ｌｐ＋２（Ω）≤Ｃ

引理 ５　 如果引理 ４的条件成立，则有
‖φｔ‖Ｌ２（Ω）≤Ｃ。

证明　将 （３）式对ｔ微分一次，然后与φｔ做内
积得：

（ｉφｔｔ，φｔ）＝－
１
２（φｘｘｔ＋φｙｙｔ，φｔ）＋

１
２ω

２（（ｘ２＋ｙ２）φｔ，φｔ）＋

（ｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐｔφ，φｔ）＋
（ｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐφｔ，φｔ） （１１）

由于：

　ｌｍ（ｉφｔｔ，φｔ）＝
１
２
ｄ
ｄｔ‖φｔ‖

２
Ｌ２（Ω）

　ｌｍ －１２（φｘｘｔ＋φｙｙｔ，φｔ）[ ＋

　 １２ω
２（（ｘ２＋ｙ２）φｔ，φｔ）＋

　　
　
（ｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐφｔ，φｔ ]） ＝０

　ｌｍ（ｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐｔφ，φｔ）＝

　ｌｍ ｐ
２Ωｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐ－２ φｔ珔φ＋φ珔φ( )

ｔφ珔φｔｄｘｄ[ ]ｙ＝
　ｌｍ ｐ

２Ωｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐ－２φ２（珔φｔ）２ｄｘｄ[ ]ｙ≤
　 ｐ
２Ωｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐ｜φｔ｜２ｄｘｄｙ≤

　ｐＭ２‖φ‖
ｐ
Ｌ∞（Ω）‖φｔ‖

２
Ｌ２（Ω）

利用引理 ３，Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理和引理 ４得：
‖φ‖Ｌ∞（Ω）≤　　　　　　

Ｃ‖φ‖
１
２
Ｈ１，１‖φ‖

１
２
Ｌ２（Ω）≤

Ｃ‖φ‖
１
２
Ｈ１‖φ‖

１
２
Ｌ２（Ω）≤Ｃ

因此从 （１１）式可得：
ｄ
ｄｔ‖φｔ‖

２
Ｌ２（Ω）≤Ｃ‖φｔ‖

２
Ｌ２（Ω）

利用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式得：
‖φｔ‖

２
Ｌ２（Ω）≤Ｃ

２　公式（３）～（５）整体广义解的存在唯一性

利用上一节的先验估计及Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法可得：
定理１　如果φ０（ｘ，ｙ）∈Ｈ

１
０（Ω）∩Ｌ

ｐ＋２（Ω），并
且存在一个常数Ｍ＞０使得｜ｇ（ｘ，ｙ）｜≤Ｍ，（ｘ，ｙ）∈
Ω，则初边值公式（３）～（５）存在整体广义解：

φ（ｘ，ｙ，ｔ）∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ１０（Ω）∩Ｌ
ｐ＋２（Ω））

φｔ（ｘ，ｙ，ｔ）∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｌ
２（Ω））

定理２　如果定理１的条件成立，那么初边值公
式（３）～（５）的整体广义解是唯一的。

证明：设公式（３）～（５）有两个解φ和ψ。令ｕ＝
φ－ψ，则从公式（３）～（５）得到ｕ满足方程为：

ｉｕｔ＝－
１
２（ｕｘｘ＋ｕｙｙ）＋　　　　　

１
２ω

２（ｘ２＋ｙ２）ｕ＋

ｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐφ－｜ψ｜ｐ( )ψ
（ｘ，ｙ）∈Ω，ｔ∈（０，Ｔ） （１２）
ｕ（ｘ，ｔ）｜Ω ＝０
Ω＝［ａ，ｂ］×［ｃ，ｄ］，ｔ∈［０，Ｔ］ （１３）
ｕ（ｘ，ｙ）｜ｔ＝０ ＝０，　（ｘ，ｙ）∈Ω （１４）

将 （１２）式与ｕ做内积得：

（ｉｕｔ，ｕ）＝－
１
２（ｕｘｘ＋ｕｙｙ，ｕ）＋　　　　　

１
２ω

２［（ｘ２＋ｙ２）ｕ，ｕ］＋

ｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐφ－｜ψ｜ｐ( )ψ，( )ｕ
（１５）

由于：

　ｌｍ（ｉｕｔ，ｕ）＝
１
２
ｄ
ｄｔ‖ｕ‖

２
Ｌ２（Ω）
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　ｌｍ（ｕｘｘ＋ｕｙｙ，ｕ）＝
　　ｌｍ （ｘ２＋ｙ２）ｕ，( )ｕ＝０
　ｌｍ ｇ（ｘ，ｙ）｜φ｜ｐφ－｜ψ｜ｐ( )ψ，( )ｕ≤

　　Ｍ（ｐ＋１）Ωｓｕｐ｛｜φ｜ｐ，｜ψ｜ｐ｝｜ｕ｜２ｄｘｄｙ≤
　　Ｍ（ｐ＋１）‖φ‖ｐ

Ｌ∞（Ω）＋‖ψ‖
ｐ
Ｌ∞（Ω

( )
）
‖ｕ‖２

Ｌ２（Ω）

因此从 （１５）式得：
ｄ
ｄｔ‖ｕ‖

２
Ｌ２（Ω）≤Ｃ‖ｕ‖

２
Ｌ２（Ω）

利用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式及（１４）式可得：
ｕ＝０
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