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大规模定制环境下的生产单元数量分析

———基于成本最优化原则
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摘要：在考虑生产能力水平约束的基础上，以单元生产系统成本最优为目标，提出并构建了生产单

元数量问题样本均值近似模型。结合随机仿真方法，提出了近似模型的割平面求解算法及算法进

一步优化的方向。
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　　随着市场竞争日益加剧，客户的需求日渐多样
化和个性化，大规模定制（ＭａｓｓＣｕｓｔｏｍｉｚａｔｉｏｎ，ＭＣ）
逐渐取代传统的大规模生产而成为主要的生产模

式。国内外学者对 ＭＣ的研究可以划分为两个领
域，一个是研究 ＭＣ的不同水平，即 ＭＣ的不同形
式，这方面的研究主要集中在如何对不同形式的

ＭＣ进行界定；另一个是研究如何实现 ＭＣ，即实现
ＭＣ所需要的工程技术、管理方法等，这一类的研究
集中在如何识别顾客个性化需求、如何实现产品的

敏捷开发、如何改进生产系统和如何优化供应链等

几个方面［１］。单元生产是实现 ＭＣ的主要手段，它
结合了作业车间（ＪｏｂＳｈｏｐ）的柔性和大规模生产的
高效性，目前已成为欧美和日本制造企业普遍流行

的生产方式［２］。单元生产通过建立 Ｃｅｌｌ模式，减少
了工作人员数量，去掉了自动化设备，通过使用简单

设备和工具，降低生产和管理的成本，以最终降低产

品的成本，提高工人的工作积极性和责任感以提升

产品质量。同时，Ｃｅｌｌ的建立可以根据产品种类的
变动灵活快速的更改生产模型和生产产品，从而更

好地符合客户化生产个性化、低成本、高质量的要

求［３］。目前对单元生产的研究集中于该生产方式

的机理，如组织形式、生产能力调节、物流控制及团

队授权等，而对于一个企业如何配置合理的生产单

元数量，在满足顾客需求的同时实现最经济的运作

方面的研究相对匮乏［４６］。本研究提出了在满足顾

客需求的生产能力水平下，确定不同时期生产单元

数量的算法及割平面求解方法，目的在于使企业在

满足顾客需求的同时，实现单元生产系统运作成本

最优化。
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１　生产单元数量问题模型

１．１　问题描述
在市场经济环境下企业所面临的顾客需求是随

机的。为了更好地对市场需求做出快速反应，可将

企业的生产计划周期细分为星期、月、季度等不同的

作业期。在每个作业期企业必须达到一定的生产能

力水平以满足顾客需求，同时也要求企业决策者以

最低成本运行生产系统。这对ＭＣ生产模式意味着
企业在达到生产能力水平等约束条件的同时，要确

定每个时期生产单元的最佳数目，以使生产系统总

的运行成本最小。

１．２　模型构建
企业每个作业期运行的生产单元必须满足一定

的生产能力水平约束。因为顾客订单的到达和企业

满足顾客需求的时间是未知且随机的，所以每一个

作业期企业的生产能力水平是一个随机变量。令

Ｎｉ（ξ）表示第ｉ作业期订单下达的产品数目，Ｓｉ（ｙ，
ξ）为规定时间限制内完成的产品数目，其多少基于
生产单元ｙ。则ｉ时期接收到需要生产的产品数目 ｎ
的微分为：

ｌｉｍ
ｎ→∞

∑
ｎ

ｄ＝１
Ｓｉ（ｙ，ξｄ）

∑
ｎ
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ｎ→∞
ｎ－１∑
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ｎ→∞
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ｎ

ｄ＝１
Ｎｉ（ξｄ）

（１）

其中，ξ为随机向量，代表问题中所有的随机数，
ξ１，…，ξｎ分别表示ξ中相互独立的ｎ个实际值。

如果Ｅ［Ｎｉ（ξ）］＜∞，则强大数定律可以分别
应用于式（１）的分子和分母，那么最后期望的比率
为Ｅ［Ｓｉ（ｙ，ξ）］／Ｅ［Ｎｉ（ξ）］。当ｌｉ为第ｉ个作业期顾
客可 接 受 的 最 小 生 产 能 力 水 平 时，Ｅ［Ｓｉ（ｙ，
ξ）］／Ｅ［Ｎｉ（ξ）］≥ｌｉ就是第ｉ期生产能力水平约束
的表达式（除了病态的Ｅ［Ｎｉ（ξ）］＝０）。定义Ｇｉ（ｙ，
ξ）：＝Ｓｉ（ｙ，ξ）－ｌｉＮｉ（ξ），则可以将生产能力水平
约束写为Ｅ［Ｇｉ（ｙ，ξ）］≥０。

定义ｇｉ（ｙ）：＝Ｅ［Ｇｉ（ｙ，ξ）］为第ｉ期生产能力
分配向量ｙ的期望生产能力水平函数。令函数 ｇ：Ｒｐ

→Ｒｐ的第ｉ个要素是ｇｉ，则企业每一个作业期满足
最小生产能力水平约束下生产单元成本最小问题可

以表述为：

ｍｉｎｃＴｘＳｔ．Ａｘ≥ｙ，ｇ（ｙ）≥０，
ｘ∈Ｘ，ｘ，ｙ≥０且为整数。 （２）

其中，ｐ为作业期数目；Ａ为生产计划矩阵，如果作业
期ｉ属于计划期ｊ，则Ａｉｊ＝１，否则Ａｉｊ＝０；ｃ为成本
向量，其中 ｃｊ为第 ｊ个进程中每个生产单元运行成

本；ｘ为第ｉ个作业期生产单元数量；Ｒｐ为作业期生
产单元向量；Ｒｍ为生产计划周期生产单元向量，ｍ
为生产计划周期数目；ｘ∈Ｒｐ，Ａｘ＝ｙ∈Ｒｍ，ｌ∈Ｒｐ。
Ｘ是一个紧集，Ｘ的紧致性易判定。比如企业存在预
算约束，运行生产单元相应受限。一般情况下ｃ＞０，
预算约束就为ｘ提供了一个上界。定义：

Ｙ：＝ ｙ≥０且为整数
０≤ｘ∈Ｘ且为整数，满足Ａｘ≥{ }ｙ

鉴于Ｘ的紧致性以及Ａ中元素的二元性，可得Ｙ是
一个有限集。

１．３　样本均值近似
考虑到问题的复杂性，为了使问题更容易求解，

根据中心极限定理，本研究采用样本均值代替期望

值进行问题求解。假定生产能力水平函数ｇ（ｙ）的值
需要通过仿真来实现，运行一个容量为 ｎ的样本来
进行仿真，从 ξ的分布中独立的产生实际值为

ξ{ }
ｄ
ｎ
ｄ＝１。为了估计 ｇ（ｙ）的期望值，令 珔ｇｎ（ｙ）＝

（１／ｎ）∑
ｎ

ｄ＝１
Ｇ（ｙ，ξｄ）为最终预测值，珔ｇｉｎ（ｙ）为 珔ｇｎ（ｙ）

的第ｉ个值。则问题的样本均值近似表达式为：
ｍｉｎｃＴｘＳｔ．Ａｘ≥ｙ，珔ｇｎ（ｙ）≥０，
ｘ∈Ｘ，ｘ，ｙ≥０且为整数。 （３）

式（３）中除函数 珔ｇｎ（ｙ）以外均为线性，假定该
函数的每个要素珔ｇｉｎ（ｙ）是凹的，这样通过分段线性
凹函数对其进行近似并且通过割平面的方法对样本

均值近似问题进行求解。

１．４　生产能力水平凹性假设
一般来讲，企业在一个给定时期的生产能力水

平会随着生产单元的增加而增加。同样当增加更多

的生产单元时企业的边际生产能力水平会下

降［７９］。因此假定ｙ中所有的分量ｇｉ（ｙ）和珔ｇｉｎ（ｙ）均
为凹形递增的，由此，本研究给定定义为：

定义１　给定ｙｋ∈Ｒｍ，如果ｈ：Ｒｍ→Ｒ是一个
凹函数，并且ｑ（ｙｋ）∈Ｒｍ满足公式为：
　ｈ（ｙ）≤ｈ（ｙｋ）＋ｑ（ｙｋ）Ｔ（ｙ－ｙｋ），ｙ∈Ｒｍ （４）
那么ｑ（ｙｋ）在ｙｋ处是ｈ的次梯度。

一个凹函数在每一个点至少有一个次梯度［９］。

凹性和次梯度的概念被用来定义连续变量，但本研

究解决的是整数变量。因此，如果没有形如（ｘ，
ｈ（ｘ））∈ Ｒｍ＋１（ｘ∈ Ｚｐ） 的 点 存 在 于 凸 集
（ｙ，ｈ（ｙ））：ｙ∈Ｚ{ }ｍ Ｒｍ＋１中，则函数ｈ是凹性的。
用Ｚｐ替代式（１）中的Ｒｐ来定义函数在整数域中的
次梯度。

令ｑｉ（ｙｋ）分别是ｇｉ和在ｙｋ处的次梯度。因为本
研究求解的对象是整数变量，所以在众多可能获取
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次梯度的方法中，用微分长度为１的有限微分是最
合适的。虽然有获取次梯度失败的例子，甚至存在于

求解非递减的凹函数过程中。为了避免上述问题，本

研究在数值分析中采用有限微分使样本均值近似问

题收敛于一个最优解。梯度可以通过无穷小扰动分

析（ＩＰＡ）来获得［１０］，因为ＩＰＡ适用于函数可微分的
集合中，所以在使用 ＩＰＡ之前必须扩展生产能力水
平函数使之成为定位在连续领域内可微的函数。

令ｙｋ为一个给定的生产能力分配向量，假定
珔ｇｉｎ（ｙ

ｋ）和珋ｑｉｎ（ｙ
ｋ）通过仿真获得。如果关于凹度的假

设成立，根据定义１，对所有分配向量ｙ和所有ｉ存在
珔ｇｉｎ≤珔ｇ

ｉ
ｎ（ｙ

ｋ）＋珋ｑｉｎ（ｙ
ｋ）Ｔ（ｙ－ｙｋ）。本研究希望ｙ满足

珔ｇｎ（ｙ）≥０，因此对所有的ｉ有：
珔ｇｉｎ（ｙ

ｋ）＋珋ｑｉｎ（ｙ
ｋ）Ｔ（ｙ－ｙｋ）≥０ （５）

２　割平面求解算法

本研究运用Ｈｅｎｄｅｒｓｏｎ和Ｍａｓｏｎ（１９９８）年提出
的割平面算法求解模型［１１］。在算法开始的时候，选

择一个固定的样本容量并且在每一次迭代时使用相

同的样本（公共随机数），这样使得样本对模型的影

响最小。另外本研究仅针对一个函数 珔ｇｎ，而如果每
次迭代都获得一个新函数珔ｇｎ，则会导致凹度假设的
失效。

公式（３）一般的割平面算法为，松弛非线性生
产能力水平约束，将生产单元数量问题转化成为一

个线性整数问题。求解线性整数问题，然后用获得的

生产单元数量解运行仿真。如果通过样本均值近似

的生产能力水平满足生产能力水平约束，则获得公

式（３）的最优解。如果不满足生产能力水平约束，给
松弛问题增加一个线性约束排除现存的解但不消除

样本均值近似的任何可行解。该算法符合

Ｋｅｌｌｅｙ（１９６０）割平面算法的框架［１２］。它与传统算法

描述的差异仅在于本研究使用仿真法来产生切割并

且计算函数值，不是通过函数的代数形式及使用分

析确定的梯度来产生切割。

在每一步迭代中公式（３）的松弛问题为：
ｍｉｎｃＴｘＳｔ．Ａｘ≥ｙ，Ｄｋｙ≥ｄｋ，
ｘ∈Ｘ，ｘ，ｙ≥０且为整数。 （６）

用线性约束Ｄｋｙ≥ｄｋ替代约束珔ｇｎ（ｙ）≥０，其
中，ｋ表示割平面算法替代的次数。

约束集Ｄｋｙ≥ｄｋ最初设定为空，但当算法改进
时本研究给该集合增加了更多的约束。对（６）进行
第ｋ次替代时获得的一对解为（ｘｋ，ｙｋ）。给定向量
ｙｋ，运行仿真计算珔ｇｎ（ｙ

ｋ）。如果发现生产能力水平不

可接受（比如对某些 ｉ有珔ｇｉｎ（ｙ
ｋ）＜０），那么对集合

Ｄｋｙ≥ｄｋ增加约束（５），例如给ｄｋ增加 －珔ｇ
ｉ
ｎ（ｙ

ｋ）＋
珋ｑｉｎ（ｙ

ｋ）Ｔｙｋ以及给Ｄｋ增加行向量 珋ｑ
ｉ
ｎ（ｙ

ｋ）Ｔ。给所有生

产能力水平不可接受的 ｉ作业增加约束。如果生产
能力水平在每一期都是可接受的，停止计算并获得

样本近似算法（３）的最优解。
生产单元数量问题的割平面算法可以总结为：

初始化：从分布ξ中产生ｎ个独立的实际值。令
ｋ←１，Ｄ１和ｄ１为空；

步骤１：求解（６）并令（ｘｋ，ｙｋ）为最优解；
步骤１ａ：如果（６）不可行则停止；
步骤２：运行仿真获得珔ｇｎ（ｙ

ｋ）；

步骤２ａ：如果珔ｇｎ（ｙ
ｋ）≥０则停止，返回最优解

（ｘｋ，ｙｋ）；
步骤３：通过仿真对所有 ｉ计算 珋ｑｎ（ｙ

ｋ），对于

珔ｇｉｎ（ｙ
ｋ）＜０增加切割（５）到Ｄｋ和ｄｋ；
步骤４：令ｄｋ＋１←ｄｋ和ＤＫ＋１←Ｄｋ，令Ｋ←Ｋ＋１，

返回步骤１。
有时候并不是必须在最初阶段存储ｎ个独立的

实际值。实际上只需要存储一些数字，称之为种子，

在每一次迭代开始的时候在用种子进行仿真时重新

设定随机数产生器［１３］。为了加速算法，可以使Ｄ１和
ｄ１为非空。Ｉｎｇｏｌｆｓｓｏｎ和 Ｃａｂｒａｌ（２００２）研究了 ｙ的
下界［１４］。他们指出如果除了第ｉ期外，所有各期都有
无限的生产单元，并且如果 珓ｙｉ是第 ｉ期所需要的最
小的单元数目，从而使得第 ｉ期的生产能力水平是
可以接受的，那么对所有满足ｇ（ｙ）≥０的ｙ有ｙｉ≥

槇ｙｉ，可以选择Ｄ１和ｄ１来反映这样的下界。
如果算法在步骤１ａ终止，那么样本均值近似法

不可行。原因一方面可能是因为样本误差，比如虽然

原问题是可行的，但样本均值近似并没有任何可行

点，另一方面可能是原问题不可行。为了弥补这些问

题，应该增加样本容量或者对原问题进行修正，比如

降低可接受生产能力水平或者分配更多的生产

单元。

在上面求解整数线性规划问题和在终止前的每

一次迭代中增加约束。线性整数规划问题比样本近

似算法（３）经常会有一个更大的可行域，这样ｃＴｘｋ≤
ｃＴｘｋ≤ｃＴｘｎ，（ｘｎ，ｙｎ）是（３）的最优解。其中重要
的是ｌｉｍ

ｋ→∞
ｃＴｘｋ ＝ｃＴｘｎ 必须成立，在 Ｈｅｎｄｅｒｓｏｎ和

Ｍａｓｏｎ（１９９８）割平面算法基础上，本研究给出该命
题的定理及证明为：

定理１
１）算法在有限的迭代次数内终止。
２）假定ｙ中的每一个要素珔ｇｎ的ｙ是凹的，当且
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仅当（３）有一个可行解，算法将会以式（３）的最优
解终止。

证明

１）Ｙ是一个有限集，因此足够说明Ｙ中的点最
多只能被访问一次。假定当访问点 ｙｔ后算法没有终
止，则这意味着 珔ｇｎ（ｔ）＜０，因此给式（６）增加切
割为：

珔ｇｉｎ（ｙ
ｔ）＋珋ｑｉｎ（ｙ

ｔ）Ｔ（ｙ－ｙｔ）≥０，ｉ∈ １，．．．，{ }ｐ
假定对某些ｋ＞ｔ，有ｙｋ＝ｙｔ。因为ｙｋ是式（６）在

第ｋ步的解，因此它必须满足每一次迭代所增加的
切割条件，比如０≤ 珔ｇｉｎ（ｙ

ｋ）＋珋ｑｉｎ（ｙ
ｋ）Ｔ（ｙ－ｙｋ）＝

珔ｇｉｎ（ｙ
ｔ），而这与珔ｇｉｎ（ｙ

ｔ）＜０矛盾。因此，在每一次迭
代中访问Ｙ中一个新的点，就能保证算法在一个有
限的次数内终止。

２）首先假设（３）中没有可行解，则不存在 ｙ∈
Ｙ满足珔ｇｎ（ｙ）≥０。因此算法只能访问Ｙ中的点，则无
法满足步骤２ａ的最优性。算法经过有限次数的迭代
终止，因而在终止时其松弛问题必须是不可行的。现

在假设（３）是可行的，则问题（６）在步骤１的求解是
式（６）的一个松弛问题，这样（６）在每一步迭代都
是可行的。因此，算法在步骤２ａ以（ｘｋ，ｙｋ）作为解而
终止，同时珔ｇｎ（ｙ

ｋ）≥０作为算法终止的条件，则该解
是式（３）的最优解。

定理１表明如果样本均值近似算法存在最优
解，那么该算法必定以一个最优解终止。

３　结　论

本研究在考虑生产水平约束及生产单元运行成

本的基础上，构建了确定大规模定制环境中的生产

单元数量问题的数学模型。考虑问题的复杂性，本

研究构建了该问题的样本均值近似模型，并提出了

运用仿真和割平面法相结合求解问题的算法。未来

可进一步研究整数规划每一次迭代中如何运用松弛

问题的算法，以及整数规划问题的近似算法。在仿

真和优化的情况下，可以考虑利用拉格朗日松弛技

术来解决这些问题。
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