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基于分形维数的全变分图像平滑模型
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摘要：针对标准全变分模型用梯度检测边缘易受噪音干扰产生“阶梯”效应和在处理纹理丰富的图

像时易丢失细节纹理信息的缺点，提出了一种基于分形维数的全变分模型，该模型可利用图像局部

分形维数来检测边缘，能够准确识别真实边缘、剔除假性边缘，从而抑制“阶梯”效应，可保护纹理

丰富的图像的纹理细节信息。平滑后的图像显示出改进方法能有效去除噪声并减弱“阶梯”效应，

获得较高峰值的信噪比。
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　　在图像的生成和传输中大量噪声的加入会严重
影响图像的视觉效果。为了克服噪声对图像质量的

影响，人们提出了基于变分［１２］、插值［３４］、小波［５］、

分形［６］等平滑算法以及某几种方法相结合的平滑

算法［６７］来对噪声污染的图像进行平滑。然而在对

噪声污染图像平滑过程中保留图像边缘和抑制噪声

始终是一对矛盾。标准的全变模型即 ＴＶ模型能去
除噪声同时较好地保持边缘且算法简单，但存在一

些缺点，如在处理纹理图像时容易丢失纹理细节信

息［１］。同时该模型利用梯度检测边缘时受噪声影

响较大，易出现“阶梯”效应。针对于此，出现了各

种改进的全变分模型［７１０］，但是将分形维数引入全

变分模型进行图像平滑的报道目前还相对较少。

自然界中大多数表面映射成的灰度图像是具有

相同分形特征的分形表面，且分形维数与人类视觉

系统对图像粗糙度的感知是一致的，分形维数越大

对应的图像表面越粗糙，分形维数越小对应的图像

表面越光滑［１１］。分形维数可以很好地表征纹理的

粗糙程度。本研究将分形维数引入全变分模型，构

造新的扩散函数，使得新模型在去噪同时能更好地

保持边缘和纹理信息。

１　分形与分形维数

分形的本质是“自相似”。自然界一般景物通

常具有统计意义上的自相似性，同时自然界中大多

数物质表面所映射成的灰度强度分布场也具有分形
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特征。图像的纹理特征越强分形维数越大，反之，分

形维数越小，且对尺度变化不敏感，这与人类视觉系

统有很大的相似之处。因此，分形维数常被应用于

图像的压缩、纹理识别、分割，等。

定义１　对ｎ维欧氏空间中的有界集合Ａ，若Ａ
可以表示为其自身的 Ｎｒ个互不覆盖的子集的并集
时，则 Ａ是自相似的［８］。此时，Ａ的分形相似维数
ＦＤ（Ａ）为：

Ｎｒｒ
ＦＤ（Ａ） ＝１ （１）

故有：

ＦＤ（Ａ）＝
ｌｏｇＮｒ
ｌｏｇ（１／ｒ） （２）

其中，ｒ是所有坐标方向上的尺度因子，Ｎｒ是有界集
合Ａ的互不覆盖的子集个数。

在灰度图像中将二维图像视作三维空间中的

表面，图像灰度的变化情况由该表面的粗糙程度反

映。目前已有许多估计其分形维数的方法，例如频域

法、计盒维数法和基于数学形态学的方法等。本研究

采用文献［１２］中基于相消小波分形维数的计算
方法。

２　模型的建立

设Ｉ（ｘ，ｙ）为原始无噪图像，Ｉ０（ｘ，ｙ）为被噪声

污染的图像，则：

Ｉ０（ｘ，ｙ）＝Ｉ（ｘ，ｙ）＋ｎ（ｘ，ｙ） （３）
其中，ｎ（ｘ，ｙ）为具有零均值，方差为 σ２的高斯白
噪声。

基于变分的图像平滑模型可归结为方程的最小

值问题，即：

Ｊｒ[ ]Ｉ＝ΩＲ（Ｉ）ｄｘｄｙ＋λ２Ω Ｉ－Ｉ０ ２ｄｘｄｙ（４）

其中，Ｉ∈Ｌ２（Ω），Ω∈Ｒｎ。
相应的Ｅｕｌｅｒ时间演化格式为：
Ｉ
ｔ
＝·（Ｇ（Ｉ）Ｉ）＋λ（Ｉ０－Ｉ） （５）

其中，Ｇ（Ｉ）＝
Ｒ′（Ｉ）
Ｉ

为扩散函数，λ为正

则化参数。

选择不同函数 Ｇ（·）对应的不同平滑模型。一
般地Ｇ（·）取为非负光滑不增函数，且满足Ｇ（０）＝
１，ｌｉｍ
ｓ→∞
Ｇ（ｓ）＝１。当Ｇ（Ｉ）＝１／Ｉ时则成为著

名的整体变分（ＴＶ）图像平滑模型。该模型对具有
重复模式的小尺度噪音有很好的平滑效果，但对纹

理丰富的图像容易造成细节丢失。另外，由于梯度容

易受噪声的干扰，而不能正确区分真实边缘和由于

噪声引起的假性边缘。黄宸、柳建分别从理论和试验

证明了相消小波变换的分形维数有较强的抗噪声干

扰能力，能够较好地识别图像的真实边缘，并将其用

于噪声图像的边缘检测［１２］。受此启发，笔者将分形

维数引入ＴＶ模型，用分形维数替代ＴＶ模型中的梯
度算子，定义新的基于分形维数的扩散函数为：

Ｇ（ＦＤ（Ｉ））＝１／ １＋（ＦＤ（Ｉ）／ｋ）槡
２ （６）

从而得到改进的模型为：

　
Ｉ
ｔ
＝·（Ｇ（ＦＤ（Ｉ））Ｉ）＋λ（Ｉ０－Ｉ）

Ｉ（ｘ，ｙ，０）＝Ｉ
{

０

（７）

其中，ＦＤ（Ｉ）为图像Ｉ的分形维数，ｋ为阈值参量，λ
为正则化参数。

２．１　模型分析
如图１所示，ｘ－ｙ是整体坐标，（ｘ，ｙ）点处的局

部坐标为η－ξ，其中η轴在该点处平行于图像梯度
方向，ξ轴是对应的垂直方向。则容易得到（７）式中
第一个式子相应局部坐标系下的微分形式为：

图１　整体坐标与局部坐标示意图
Ｆｉｇ．１　Ｇｌｏｂａｌａｎｄｌｏｃａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

　

Ｉ
ｔ
＝·（Ｇ（ＦＤ（Ｉ））Ｉ）＋λ（Ｉ０－Ｉ）＝

Ｇ（ＦＤ（Ｉ））（
Ｉｘ
ｘ
＋
Ｉｙ
ｙ
）＋

　
Ｉｘ

｜Ｉ｜
（Ｇ（ＦＤ（Ｉ））｜Ｉ｜）

ｘ
＋

　
Ｉｙ
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（Ｇ（ＦＤ（Ｉ））｜Ｉ｜）

ｙ
＋

　Ｇ（ＦＤ（Ｉ））Ｉ（Ｉｘ
（１／Ｉ）

ｘ
＋

　Ｉｙ
（１／Ｉ）

ｙ
）＋λ（Ｉ０－Ｉ）＝

　Ｇ（ＦＤ（Ｉ））（Ｉｘｘ＋Ｉｙｙ）＋

　
Ｇ（ＦＤ（Ｉ））( )Ｉ ′

Ｉ２
（Ｉ２ｘＩｘｘ＋２ＩｘＩｙＩｘｙ＋ＩｙｙＩ

２
ｙ）－

　Ｇ（ＦＤ（Ｉ））
Ｉ２

（Ｉ２ｘＩｘｘ＋２ＩｘＩｙＩｘｙ＋ＩｙｙＩ
２
ｙ）＋λ（Ｉ０－Ｉ）

根据图１中整体坐标与局部坐标的关系有：

Ｉηη　 ＝
ＩｘｘＩ

２
ｘ＋２ＩｘｙＩｘＩｙ＋ＩｙｙＩ

２
ｙ

Ｉ２
，
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Ｉξξ＋Ｉηη ＝Ｉｘｘ＋Ｉｙｙ
则：

Ｉ
ｔ
＝Ｇ（ＦＤ（Ｉ））（Ｉξξ＋Ｉηη）＋ Ｇ（ＦＤ（Ｉ））( )Ｉ ′Ｉηη－

Ｇ（ＦＤ（Ｉ））Ｉηη＋λ（Ｉ０－Ｉ）＝Ｇ（ＦＤ（Ｉ））Ｉξξ＋
Ｇ（ＦＤ（Ｉ））( )Ｉ ′Ｉηη＋λ（Ｉ０－Ｉ） （８）
其中，Ｉｘ，Ｉｙ分别表示对ｘ和ｙ的一阶偏导数，Ｉｘｙ，Ｉｘｘ，
Ｉｙｙ，Ｉηη，Ｉξξ分别表示对ｘ，ｙ，η和 ξ的二阶偏导数。从
式（８）右端第一项看到，扩散只发生在 ξ方向即边
缘方向，在梯度方向没有扩散，从而使得图像的边缘

得以保持。Ｇ（ＦＤ（Ｉ））＝１／ １＋（ＦＤ（Ｉ）／ｋ）槡
２控制

扩散的速度是非增的，故在图像灰度变化平缓处分

形维数ＦＤ（Ｉ）较小，Ｇ（ＦＤ（Ｉ））值相对较大，进行强
制扩散对图像进行平滑处理，能够有效去除孤立噪

声。而在图像边缘或纹理细节处分形维数较大，

Ｇ（ＦＤ（Ｉ））相对较小，扩散系数对图像进行保护边
缘和纹理细节处理。第二项为运输项（主要发生在

梯度方向），可帮助去除假性边缘，对于产生激波、

保持边缘有很重要的意义。第三项为忠诚项是控制

平滑后的图像与原图像的保真度。

由以上分析可以看出，改进模型能够根据分形维

数大小进行不同强度的噪声平滑，在图像光滑部分平

滑强度大，在纹理和边缘部分平滑减弱或者不平滑，

由此本研究避免了传统ＴＶ模型由于梯度算子将光滑
区域的噪声误认为边缘而引起的“阶梯”效应。

２．２　模型的离散
模型时间离散采用向前差分格式，空间离散采

用半点差分格式，空间步长ｈ＝１。算法与传统ＴＶ模
型离散算法类似，不同之处在于改进模型中没有涉

及梯度的计算，取而代之的是分形维数的估计。（７）
式离散后为：

Ｉｎｉ，ｊ－Ｉ
ｎ－１
ｉ，ｊ

Δｔ
＝（
Ｇ（ＦＤ（Ｉｎ－１ｉ＋１，ｊ））＋Ｇ（ＦＤ（Ｉ

ｎ－１
ｉ，ｊ））

２ Ｉｎ－１ｉ＋１，ｊ＋

Ｇ（ＦＤ（Ｉｎ－１ｉ－１，ｊ））＋Ｇ（ＦＤ（Ｉ
ｎ－１
ｉ，ｊ））

２ Ｉｎ－１ｉ－１，ｊ＋

Ｇ（ＦＤ（Ｉｎ－１ｉ，ｊ－１））＋Ｇ（ＦＤ（Ｉ
ｎ－１
ｉ，ｊ））

２ Ｉｎ－１ｉ，ｊ－１＋

Ｇ（ＦＤ（Ｉｎ－１ｉ，ｊ＋１））＋Ｇ（ＦＤ（Ｉ
ｎ－１
ｉ，ｊ））

２ Ｉｎ－１ｉ，ｊ＋１）＋λＩ
０
ｉ，ｊ－（λ＋

（Ｇ（ＦＤ（Ｉｎ－１ｉ＋１，ｊ））＋Ｇ（ＦＤ（Ｉ
ｎ－１
ｉ－１，ｊ））＋Ｇ（ＦＤ（Ｉ

ｎ－１
ｉ，ｊ＋１））＋

Ｇ（ＦＤ（Ｉｎ－１ｉ，ｊ－１）））／２＋２Ｇ（ＦＤ（Ｉ
ｎ－１
ｉ，ｊ）））Ｉ

ｎ－１
ｉ，ｊ （９）

具体算法为：

１）输入初始的含噪图 Ｉ０，给定迭代步数 Ｎ、梯
度参量ｋ以及正则化参量λ，置ｎ＝１，Ｉ０ ＝Ｉ０；
２）对每个像素计算基于相消小波变换的分形

维数；

３）按照离散格式（９）计算ｎ时刻的图像Ｉｎ，置ｎ＝
ｎ＋１；
４）若ｎ＞Ｎ则停止，此时的Ｉｎ即为最终得到的

平滑后的图像，否则转第２步。

３　实验结果与分析

基于非线性复数域的扩散方程模型是一种经典

的图像锐化和去噪模型，该模型能够避免高斯滤波

器周期拓展带来的边缘模糊和假性边缘引起的“阶

梯”效应问题。为验证本模型的平滑效果在 Ｈｏｕｓｅ
加入分别不同水平的高斯白噪声，应用 ＴＶ模型、非
线性复数域扩散模型与本模型进行处理。图２给出
ｈｏｕｓｅ原图，加入噪声标准差为０．０１５时高斯白噪声
图，分别用标准ＴＶ模型、非线性复数域扩散模型和
本模型进行平滑。可见，标准 ＴＶ模型由于噪声干
扰而产生假性边缘，非线性复数域扩散模型和本模

型均能在有效去除噪声的同时保留图像的纹理细节

信息，而本模型处理结果的视觉效果和峰值信噪比

相对更好一些。

图２　三种模型对加噪Ｈｏｕｓｅ图像平滑的效果图
Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｒｅｅｍｏｄｅｌｓｆｏｒｈｏｕｓｅ

　

　　进一步对纹理边缘比较丰富的 Ｌｅｎａ图加标准
差分别为０．００１，０．０２的高斯白噪声，表１为三种处

理方法的峰值信噪比，图３为噪声标准差为０．０２时
三种方法平滑处理结果。
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图３　三种模型对加噪Ｌｅｎａ图像平滑的效果图
Ｆｉｇ．３　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｒｅｅｍｏｄｅｌｓｆｏｒＬｅｎａ

　

表１　三种模型峰值信噪比
Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｒｅｅｍｏｄｅｌｓｏｎＰＳＮＲ

图像 噪声标准差
方　　　法

平滑前噪声图 标准ＴＶ模型 非线性复数域扩散模型 本模型

Ｈｏｕｓｅ ０．０１５ １９．９７７６ ２３．４３７７ ２４．６１８６ ２７．８７７３

Ｌｅｎａ
０．００１ ２０．０８１１ ２３．９３８０ ２５．１２４３ ２８．２３２８
０．０２ １９．８４８１ ２３．３９１５ ２４．５９８４ ２７．５３４９

　　峰值信噪比（ＰＳＮＲ）的计算公式为：

ＰＳＮＲ＝１０ｌｏｇ ＭＮ２５５２

∑
Ｍ
∑
Ｎ
（Ｉ（ｘ，ｙ）－Ｉｎ（ｘ，ｙ））２

其中，Ｉ（ｘ，ｙ）是无噪声图，Ｉｎ（ｘ，ｙ）为平滑后图像。
由图３（ｃ）可见，标准 ＴＶ模型可以在平滑区域

产生明显的“阶梯”效应，非线性复数域扩散模型减

弱了平滑区域的“阶梯”效应，同时较好地保持了边

缘（见图３（ｄ））。从图３（ｅ）可见，本模型能有效地
去除噪声，同时很好地保持图像的特征信息并克服

“阶梯”效应。从表１也可看出本模型平滑后的图
像峰值信噪比与标准ＴＶ模型和非线性复数域扩散
模型相比更高。

４　结　论

针对 ＴＶ模型的缺陷，引入了新的基于分形维
数的扩散函数，可根据图像的纹理特征进行平滑，避

免了传统ＴＶ模型“阶梯效应”的发生。实验表明新
模型在有效平滑噪声的同时能够较完整地保持图像

的特征信息，同时获得较好的视觉效果。
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