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具有双重不确定性非线性系统输出反馈鲁棒控制

李江，钱富才
（西安理工大学 自动化与信息工程学院，陕西 西安７１００４８）

摘要：对同时具有参数不确定性和随机干扰的非线性系统，通过扩展状态向量，构造间接型输出反

馈控制器，运用ＴＳ模糊理论、线性矩阵不等式（ＬＭＩ）技术和并行分布补偿（ＰＤＣ）结构，提出了具
有双重不确定性非线性系统的鲁棒模糊控制器设计法。以倒立摆系统为被控对象，仿真结果验证

了所设计方法的有效性。
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　　近年来，一些学者应用 ＴＳ模糊模型法研究参
数不确定性、系统变量受约束等非线性系统控制问

题［１４］。上述文献研究非线性控制问题时都考虑了

系统只受参数不确定性或者噪声干扰一种情况的影

响。文献［５９］分析了具有参数不确定性和噪声干
扰的ＬＱＧ保性能控制及对偶控制问题，但是这些研
究方法都要求系统必须为线性模型，对于非线性模

型则无能为力。

本研究在上述研究基础上，针对具有双重不确

定性非线性系统，提出设计间接型输出反馈鲁棒控

制器法。利用ＴＳ模糊模型、ＬＭＩ技术和 ＰＤＣ结构
控制器设计方法，给出鲁棒模糊控制器的设计方法，

最后通过仿真实例验证所设计方法有效。

１　问题的描述

考虑下列连续时间动态系统：

ｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ））＋ｗ（ｔ）
ｙ（ｔ）＝ｈ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ））＋ｖ（ｔ{

）
（１）

其中，ｘ（ｔ）∈Ｒｎ是状态向量，ｕ（ｔ）∈Ｒｐ是输入向量，
ｙ（ｔ）∈Ｒｑ是测量向量，ｗ（ｔ）～（０，Ｖ１）和 ｖ（ｔ）～（０，
Ｖ２）为不相关的过程噪声和测量噪声向量，ｆ和 ｈ分
别是ｎ维和ｑ维非线性函数。本研究用下面的泛函
评价给定控制律的性能，即性能指标为：

Ｊ＝ｌｉｍ
Ｔ→!

Ｅ １
Ｔ∫

Ｔ

０
ｘＴ（ｔ）Ｑｘ（ｔ）＋ｕＴ（ｔ）Ｒｕ（ｔ( )）ｄ[ ]ｔ

（２）
其中，Ｑ、Ｒ分别为半正定矩阵和正定矩阵且有适当
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维数。

本研究设计由输出ｙ（ｔ）驱动的控制器，为：

ｘ^（ｔ）＝Ａｃｘ^（ｔ）＋Ｂｃｙ（ｔ）

ｕ（ｔ）＝Ｃｃｘ^（ｔ
{

）

　　从而使得（１）式渐进稳定，且相应的闭环性能
指标满足Ｊ≤Ｊ＊，Ｊ＊是某个确定的常数，即：

（Ｐ）　Ｊ
"

Ｊ

ｓ．ｔ．　 ｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ））＋ｗ（ｔ）
ｙ（ｔ）＝ｈ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ））＋ｖ（ｔ{

）

　　对（１）式设计控制器是非常困难的，然而应用
ＴＳ模糊模型将（１）式近似分段线性化，可以将一个
非线性问题转化为多个局部线性问题来处理，用一

组模糊蕴含条件语句来描述，即：

Ｒｉ∶ＩＦｚ１（ｔ）∈Ｍｉ１ａｎｄ… ａｎｄｚｐ（ｔ）∈Ｍｉｐ

ＴＨＥＮ
ｘ（ｔ）＝（Ａｉ＋ΔＡｉ）ｘ（ｔ）＋（Ｂｉ＋ΔＢｉ）ｕ（ｔ）＋ｗ（ｔ）

ｙ（ｔ）＝（Ｃｉ＋ΔＣｉ）ｘ（ｔ）＋（Ｄｉ＋ΔＤｉ）ｕ（ｔ）＋ｖ（ｔ{ ）

（３）
（３）式为对原系统局部线性化状态的空间描述。可
见子系统（３）式中有两种不确定性存在。一种是系
统中存在的参数不确定性。如（３）式中 ΔＡｉ，ΔＢｉ，
ΔＣｉ，ΔＤｉ所示，反映子系统模型中参数不确定性，假
定它们是范数有界的且具有形式，为：

ΔＡｉ ΔＢｉ
ΔＣｉ ΔＤ

[ ]
ｉ

＝
Ｈａｉ
Ｈ[ ]
ｂｉ

ＦｉＥａｉ Ｅ[ ]ｂｉ

式中，Ｆｉ是一个满足 Ｆ
Ｔ
ｉＦｉ≤Ｉ的不确定矩阵，Ｈａｉ，

Ｈｂｉ，Ｅａｉ，Ｅｂｉ是已知适当维数的常数矩阵，反映了不
确定参数的结构信息。

另一种不确定性是系统受到外部噪声干扰，如

（３）式中 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）所示，其中 Ａｉ，Ｂｉ，Ｃｉ，Ｄｉ为已
知适当维数实常数矩阵；Ｒｉ表示模糊系统第 ｉ条规
则，ｚｊ（ｔ），ｊ＝１，２，…，ｐ为前提变量（通常是 ｘ（ｔ）的
函数），Ｍｊｉ（ｔ），（ｉ＝１，２，…，ｒ，ｊ＝１，２，…，ｐ）为分量
ｚｊ（ｔ）的论域上的模糊集合，ｒ为规则数。

对系统（３）运用单点模糊化和平均加权解模糊
方法，可得近似原系统的模糊模型，其表述方式为：

ｘ（ｔ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ（ｔ））［（Ａｉ＋ΔＡｉ）ｘ（ｔ）＋

　　　　（Ｂｉ＋ΔＢｉ）ｕ（ｔ）＋ｗ（ｔ）］

ｙ（ｔ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ（ｔ））［（Ｃｉ＋ΔＣｉ）ｘ（ｔ）＋

　　　　（Ｄｉ＋ΔＤｉ）ｕ（ｔ）＋ｖ（ｔ















）］

（４）

其中，ｈｉ（ｚ（ｔ））为第ｉ条模糊规则的隶属度函数，且

有：

０＜ｈｉ（ｚ（ｔ））＜１，∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ（ｔ））＝１

　　假定系统的状态是不可直接测量的，则研究的
问题成为对系统（４）和性能指标（２）设计一个 ＰＤＣ
结构的模糊控制器，即：

令
#

ｉ表示第 ｉ个子系统对应的控制器，Ｒｉ：ＩＦ
ｚ１（ｔ）∈Ｍｉ１ａｎｄ…ａｎｄｚｐ（ｔ）∈Ｍｉｐ

ＴＨＥＮ
ｘ^（ｔ）＝Ａｃｉｘ^（ｔ）＋Ｂｃｉｙ（ｔ）

ｕｉ（ｔ）＝Ｃｃｉｘ^（ｔ
{

）

（５）

其中，ｘ^（ｔ）∈Ｒｎ，Ａｃｉ，Ｂｃｉ和 Ｃｃｉ是待定的子系统控制
器系数矩阵。则整个系统的控制器为：

ｕ（ｔ）＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ（ｔ））Ｃｃｉｘ^（ｔ） （６）

　　将控制器（６）应用到系统（４）中，可得由系统输
出ｙ（ｔ）间接控制的闭环系统，即：

ｘ＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ（ｔ））（Ａｉ＋ＨｉＦｉＥｉ）ｘ（ｔ）＋Ｂｉｗ（ｔ[ ]）

（７）
　　其中：

Ａｉ＝
Ａｉ Ｂｉ∑

ｒ

ｊ＝１
ｈｊ（ｚ（ｔ））Ｃｃｊ

ＢｃｉＣｉ Ａｃｉ＋ＢｃｉＤｉ∑
ｒ

ｊ＝１
ｈｊ（ｚ（ｔ））Ｃ











ｃｊ

Ｂｉ＝
Ｖ
１
２
１ ０

０ ＢｃｉＶ
１
２

[ ]
２

，Ｈｉ＝
Ｈａｉ
ＢｃｉＨ

[ ]
ｂｉ

ｗ＝ Ｖ－
１
２
１ ｗ（ｔ） Ｖ－

１
２
２ ｖ（ｔ[ ]）Ｔ

Ｅｉ＝ Ｅａｉ Ｅｂｉ∑
ｒ

ｊ＝１
ｈｊ（ｚ（ｔ））Ｃ[ ]ｃｊ

经过这样的数学变换，求解原非线性控制问题成为

了求解闭环系统的控制问题，即：

（ＣＬＰ）　　Ｊ
"

Ｊ

ｓ．ｔ．　　ｘ＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ（ｔ））（Ａｉ[ ＋

ＢｉＦｉＥｉ）ｘ（ｔ）＋Ｂｉｗ（ｔ]） （８）

２　定理及主要结论

　　定义１　二次稳定
对于不确定连续随机系统（３），如果存在正定

对称阵Ｑ＞０，使：
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Ａｉ＋ＨａｉＦｉＥ( )
ａｉ
ＴＱ＋Ｑ Ａｉ＋ＨａｉＦｉＥ( )

ｂｉ ＜０

并且Ｆｉ
ＴＦｉ≤Ｉ，则不确定随机系统（３）是二次稳定

的；同理，对于不确定连续随机系统（４），如果存在
（６）式表示的输出反馈控制器，且存在公共正定对
称矩阵Ｑ＞０，使得：

Ａｉ＋ＨｉＦｉＥ( )
ｉ
ＴＱ＋Ｑ Ａｉ＋ＨｉＦｉＥ( )

ｉ ＜０

则闭环系统（７）是二次稳定的。
　　定义２［５］　对于不确定连续随机系统（４）中的
每一个子系统和性能指标（２），如果存在（５）式表示
的输出反馈控制器，且存在对称正定矩阵Ｑ＞０，致
使由隶属度函数构成的闭环系统（７）中每个子系统
满足：

Ａｉ＋ＨｉＦｉＥ( )
ｉＱ＋Ｑ Ａｉ＋ＨｉＦｉＥ( )

ｉ
Ｔ＋ＢｉＢ

Ｔ
ｉ＜０ （９）

则输出反馈控制器（５）是二次保性能控制器。
　　引理１　给定适当维数矩阵 Ｙ，Ｄ和 Ｅ，其中 Ｙ
是对称的，则：

Ｙ＋ＤＦＥ＋ＥＴＦＴＤＴ ＜０
对所有满足ＦＴＦ＜Ｉ的矩阵 Ｆ成立，当且仅当存在
一个常数ε＞０时，有：

Ｙ＋εＤＤＴ＋ε－１ＥＴＥ＜０
　　引理 ２　矩阵的 Ｓｃｈｕｒ补性质。对给定矩阵

Ｓ＝
Ｓ１１ Ｓ１２
Ｓ２１ Ｓ[ ]

２２

，有三个等价的条件为：

①Ｓ＜０
②Ｓ１１ ＜０，Ｓ２２－Ｓ１２Ｓ

－１
１１Ｓ１２ ＜０

③Ｓ２２ ＜０，Ｓ１１－Ｓ１２Ｓ
－１
２２Ｓ１２ ＜０

　　定理１　如果存在对称正定矩阵Ｘ，Ｙ＞０，和矩

阵 槇Ａｉ，槇Ｂｉ，槇Ｃｉ，槇Ａｉｊ以及常数 εｉ，εｉｊ和 εｊｉ（ｉ＜ｊ）使
（１０）式和（１１）式同时成立，那么闭环系统（７）是二
次保性能稳定的。

Ｕｉｉ＝

ΔＵ１ Ａｉ
Ｔ＋槇Ａｉ ＸＶ

１／２
１

槇ＢＶ１／２２ ＸＨａｉ＋槇ＢｉＨｂｉ ＥＴａｉ

ΔＵ２ Ｖ１／２１ ０ Ｈａｉ ＹＥＴａｉ＋槇Ｃ
Ｔ
ｉＥ
Ｔ
ｂｉ

  －Ｉ ０ ０ ０
   －Ｉ ０ ０

    －ε－１ｉＩ ０

     －ε






















ｉ

＜０ （１０）

ΔＵ１ ＝Ａ
Ｔ
ｉＸ＋ＸＡｉ＋Ｃ

Ｔ
ｉ
槇ＢＴｉ＋槇ＢｉＣｉ，ΔＵ２ ＝ＹＡ

Ｔ
ｉ＋ＡｉＹ＋Ｂｉ槇Ｃｉ＋槇Ｃ

Ｔ
ｉＢ
Ｔ
ｉ，

Ｓｉｊ＝

ΔＳ１ ΔＳ２ ＸＨａｉ＋槇ＢｉＨｂｉ ＥＴａｉ ＸＨａｊ＋槇ＢｉＨｂｊ ＥＴａｊ

 ΔＳ３ Ｈａｉ ＹＥＴａｉ＋槇Ｃ
Ｔ
ｊＥ
Ｔ
ｂｉ Ｈａｊ ＹＥＴａｊ＋槇Ｃ

Ｔ
ｉＥ
Ｔ
ｂｊ

  －ε－１ｉｊＩ ０ ０ ０

   －εｉｊ ０ ０

    －ε－１ｊｉ ０

     －εｊｉ





















Ｉ

＜０ （１１）

ΔＳ１ ＝Ａ
Ｔ
ｉＸ＋ＸＡｉ＋Ａ

Ｔ
ｊＸ＋ＸＡｊ＋Ｃ

Ｔ
ｉ
槇ＢＴｉ＋槇ＢｉＣｉ＋Ｃ

Ｔ
ｊ
槇ＢＴｊ＋槇ＢｊＣｊ，

ΔＳ２ ＝Ａ
Ｔ
ｉ＋Ａ

Ｔ
ｊ＋槇Ａ

Ｔ
ｉｊ＋槇Ａ

Ｔ
ｊｉ，

ΔＳ３ ＝ＹＡ
Ｔ
ｉ＋ＡｉＹ＋ＹＡ

Ｔ
ｊ＋ＡｊＹ＋槇Ｃ

Ｔ
ｊＢ
Ｔ
ｉ＋Ｂｉ槇Ｃｊ＋槇Ｃ

Ｔ
ｉＢ
Ｔ
ｊ＋Ｂｊ槇Ｃｉ

　　证明　由定义１和ＴＳ模糊模型的稳定性定义
可知，如果存在一个公共的正定矩阵 Ｐ，使得（９）式
所表示的子系统组成的闭环系统（７）是二次稳定
的，即以下不等式成立。

∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ（ｔ））［Ａｉ＋ＨｉＦｉＥ( )

ｉＰ＋

Ｐ Ａｉ＋ＨｉＦｉＥ( )
ｉ
Ｔ＋ＢｉＢ

Ｔ
ｉ］＜０，ｉ＝１，２，…，ｒ。

将Ａｉ，Ｂｉ，Ｅｉ，Ｈｉ代入上式，则有：

∑
ｒ

ｉ＝１
ｈ２ｉ（ｚ（ｔ）） Ａ^ｉｉ＋ＨｉＦｉＥ^( )

ｉｉＰ＋Ｐ Ａ^ｉｉ([ ＋

ＨｉＦｉＥ^ｉｉ
Ｔ＋ＢｉＢ

Ｔ]
ｉ ＋∑

ｒ

ｉ＝１
∑
ｉ＜ｊ
ｈｉ（ｚ（ｔ））ｈｉ（ｚ（ｔ））×
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Ａ^ｉｊ＋ＨｉＦｉＥ^ｉｊＰ＋Ｐ Ａ^ｉｊ＋ＨｉＦｉＥ^( )
ｉｊ
Ｔ＋ Ａ^(([

ｊｉ
＋

ＨｊＦｊＥ^ｊｉＰ＋Ｐ Ａ^ｊｉ( ＋ＨｊＦｊＥ^ｊｉ ]Ｔ ＜０ （１２）

其中：

Ａ^ｉｉ＝
Ａｉ ＢｉＣｃｉ
ＢｃｉＣｉ Ａｃｉ＋ＢｃｉＤｉＣ

[ ]
ｃｉ

Ａ^ｉｊ＝
Ａｉ ＢｉＣｃｊ
ＢｃｉＣｉ Ａｃｉ＋ＢｃｉＤｉＣ

[ ]
ｃｊ

Ｅ^ｉｉ＝ Ｅａｉ ＥｂｉＣ[ ]ｃｉ

Ｅ^ｉｊ＝ Ｅａｉ ＥｂｉＣ[ ]ｃｊ

在（１２）式中，将矩阵Ｐ和它的逆矩阵Ｐ１分块，即：

Ｐ＝
Ｙ Ｎ
ＮＴ[ ]



Ｐ－１ ＝
Ｘ Ｍ
ＭＴ[ ]


其中，表示任意矩阵，Ｘ，Ｙ∈Ｒｎ×ｎ是对称矩阵。

由ＰＰ１＝Ｉ，可得：

Ｐ
Ｘ
Ｍ[ ]Ｔ ＝ Ｉ[ ]０

进一步可得：

Ｐ
Ｘ Ｉ
ＭＴ[ ]０ ＝

Ｉ Ｙ
０ Ｎ[ ]Ｔ

定义Ｆ１ ＝
Ｘ Ｉ
ＭＴ[ ]０，Ｆ２ ＝

Ｉ Ｙ
０ Ｎ[ ]Ｔ ，则 ＰＦ１＝Ｆ２，

对（１２）式第一项括号中的式子，应用引理１和引理
２进行转化，再对其左右分别乘以矩阵 ｄｉａｇ｛Ｆ１

Ｔ，Ｉ，
Ｉ，Ｉ｝和ｄｉａｇ｛Ｆ１，Ｉ，Ｉ，Ｉ｝，可得：

ＦＴ１Ａ^ｉｉＰＦ１＋

ＦＴ１ＰＡ^
Ｔ
ｉｉＦ







１

ＦＴ１Ｂｉ Ｆ
Ｔ
１Ｈｉ ＦＴ１ＰＥ^

Ｔ
ｉｉ

 －Ｉ ０ ０

  －ε－１ｉＩ ０

   －εｉ



















Ｉ

＜０

进一步的矩阵运算，为：

ＦＴ１ＰＡ^
Ｔ
ｉｉＦ１ ＝（ＰＦ１）

ＴＡ^ＴｉｉＦ１ ＝Ｆ
Ｔ
２Ａ^
Ｔ
ｉｉＦ１ ＝

ＡＴｉＸ＋Ｃ
Ｔ
ｉＢ
Ｔ
ｃｉＢ

Ｔ
ｉ ＡＴｉ

ＹＡＴｉＸ＋ＮＣ
Ｔ
ｃｉＢ

Ｔ
ｉＸ＋

ＹＣＴｉＢ
Ｔ
ｃｉＭ

Ｔ＋Ｎ（ＡＴｃｉ＋

ＣＴｃｉＤ
Ｔ
ｉＢ
Ｔ
ｃｉ）Ｍ









Ｔ

ＹＡＴｉ＋ＮＣ
Ｔ
ｃｉＢ

Ｔ















ｉ

令：

槇ＡＴｉｉ＝ＹＡ
Ｔ
ｉＸ＋ＮＣ

Ｔ
ｃｉＢ

Ｔ
ｉＸ＋ＹＣ

Ｔ
ｉＢ
Ｔ
ｃｉＭ

Ｔ＋

Ｎ（ＡＴｃｉ＋Ｃ
Ｔ
ｃｉＤ

Ｔ
ｉＢ
Ｔ
ｃｉ）Ｍ

Ｔ

槇Ｂｉ＝ＭＢｃｉ
槇Ｃｉ＝ＣｃｉＮ

Ｔ

则有：

ＦＴ１ＰＡ^
Ｔ
ｉｉＦ１ ＝Ｆ

Ｔ
２Ａ^
Ｔ
ｉｉＦ１ ＝

　　
ＡＴｉＸ＋Ｃ

Ｔ
ｉ
槇ＢＴｉ ＡＴｉ

槇ＡＴｉｉ ＹＡＴｉ＋槇Ｃ
Ｔ
ｉＢ
Ｔ








ｉ

同样可得：

ＦＴ１Ｈｉ＝
ＸＨａｉ＋槇ＢｉＨｂｉ

Ｈ[ ]
ａｉ

ＦＴ１ＰＥ^
Ｔ
ｉｉ＝

ＥＴａｉ

ＹＥＴａｉ＋槇Ｃ
Ｔ
ｉＥ
Ｔ[ ]
ｂｉ

ＦＴ１Ｂｉ＝
ＸＶ

１
２
１

槇ＢｉＶ
１
２
２

Ｖ
１
２
１







０

于是，可得（１０）式。
同理，对（１２）式第二项方括号中的式子应用引

理１和引理２转化后，再对其左右分别乘以矩阵ｄｉ
ａｇ｛Ｆ１

Ｔ，Ｉ，Ｉ，Ｉ，Ｉ｝和 ｄｉａｇ｛Ｆ１，Ｉ，Ｉ，Ｉ，Ｉ｝，化简可得
（１１）式。

得到矩阵 Ｘ和 Ｙ的值后，由于 ＭＮＴ＝ＩＸＹ，可
通过矩阵ＩＸＹ的奇异值分解来得到满秩矩阵Ｍ和
Ｎ，则控制器参数矩阵为：

Ｃｃｉ＝槇Ｃｉ（Ｎ
Ｔ）－１

Ｂｃｉ＝Ｍ
－１槇Ｂｉ

Ａｃｉ＝Ｍ
－１（槇Ａｉ－ＸＡｉＹ）（Ｎ

Ｔ）－１－Ｍ－１ＸＢｉＣｃｉ－

　　　ＢｃｉＣｉＹ（Ｎ
Ｔ）－１－ＢｃｉＤｉＣｃｉ

（１３）
定理得证。

　　定理２　对不确定连续随机系统（４）和性能指标
（２），如果系统的输出反馈控制器（６）是二次保性能
控制器，则存在一个公共的对称正定矩阵Ｐ，使闭环
系统（７）二次稳定，则闭环系统性能指标的上界为：

Ｊ＜ｔｒ
Ｑ ０

０ ∑
ｒ

ｊ＝１
ｈ２ｊ（ｚ（ｔ））Ｃ

Ｔ
ｃｉＲＣ







ｃｊ










Ｐ ＝

∑
ｒ

ｊ＝１
ｈ２ｊ（ｚ（ｔ））ｔｒ槇ＣＴｊＰＣ^

Ｔ( )
ｊ

（１４）
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其中，槇Ｃｊ＝
Ｑ
１
２ ０
０ Ｒ１／２Ｃ[ ]

ｃｊ

，ｔｒ（·）表示求矩阵的迹。

　　证明　闭环系统（７）中的第ｉ个子系统为：
ｘ＝（Ａｉ＋ＢｉＦｉＥｉ）ｘ（ｔ）＋Ｂｉｗ（ｔ）

假设初始条件 ｘ０（０）为随机向量，具有方差矩阵
Ｑ０ ＝Ｅｘ（０）ｘ（０）{ }Ｔ ０。在ｔ时刻的状态协方差

阵为［１１］：

ＱｉΔ（ｔ，０）＝Ｅ｛ｘ（ｔ）槇ｘ（ｔ）
Ｔ｝＝

Φｉ（ｔ，０）Ｑ０Φｉ（ｔ，０）
Ｔ＋

∫
ｔ

０
Φｉ（ｔ，τ）ＢｉＢｉ

ＴΦｉ（ｔ，τ）
Ｔｄτ （１５）

其中，Φｉ（ｔ，τ）为状态转移矩阵，即 Φｉ（ｔ，τ）＝
ｅＡｉ＋ＨｉＦｉＥ( )ｉ（ｔ－τ）。

令η为任意给定向量，则存在表达式，为：

∫
ｔ

０
ηＴΦｉ（ｔ，τ）ＢｉＢｉ

ＴΦｉ（ｔ，τ）
Ｔηｄτ＝

∫
ｔ

０
η（τ）ＴＢｉＢｉ

Ｔη（τ）ｄτ

其中，η（τ）＝Φｉ（ｔ，τ）
Ｔη为状态方程的解，即：

η
·

（τ）＝－（Ａｉ＋ＨｉＦｉＥｉ）
Ｔη（τ） （１６）

易知，η（ｔ）＝Φｉ（ｔ，ｔ）η＝η。选取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数
Ｖ（η）＝ηＴＰη，Ｐ是对称正定矩阵。由（９）式和
（１６）式得：

η（τ）ＴＢｉＢ
Ｔ
ｉη（τ）＜

ｄＶ（η（τ））
ｄτ

对上式两边积分，将（１５）式代入可得：
ＱｉΔ（ｔ，０）＜Φｉ（ｔ，０）Ｑ０Φｉ（ｔ，０）

Ｔ＋Ｐ （１７）
　　由ｒ个子系统组成闭环系统（７）的性能指标表
达式，即（２）式可表示为：

Ｊ＝ｌｉｍ
Ｔ→!

∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ（ｔ））

１
Ｔ∫

Ｔ

０
Ｅ
ｘ（ｔ）

ｘ^（ｔ[ ]
）

Ｔ

( ×

Ｑ ０

０ ∑
ｒ

ｊ＝１
ｈｊ（ｚ（ｔ））Ｃ( )ｃｊ

ＴＲ∑
ｒ

ｊ＝１
ｈｊ（ｚ（ｔ））Ｃ( )







ｃｊ

×

ｘ（ｔ）

ｘ^（ｔ[ ]
）
ｄｔ （１８）

假设闭环系统（７）是二次稳定的，将（１７）式带入
（１８）式，化简可得定理２中的结论。

３　仿真研究

考虑随机倒立摆动力学模型，即：

ｘ
·

１（ｔ）＝ｘ２（ｔ）＋ｗ（ｔ）

ｘ
·

２（ｔ）＝Γ（ｘ（ｔ））／Ψ（ｘ（ｔ））＋ｗ（ｔ）

ｘ
·

３（ｔ）＝ｘ４（ｔ）＋ｗ（ｔ）

ｘ
·

４（ｔ）＝ａｕ（ｔ）＋μΘ（ｘ（ｔ））－ａｂｘ４（ｔ）＋ｗ（ｔ）

ｙ（ｔ）＝Ｉｘ１（ｔ） ｘ２（ｔ） ｘ３（ｔ） ｘ４（ｔ[ ]）Ｔ＋ｖ（ｔ）

其中：

Γ（ｘ（ｔ））＝ｇｓｉｎ（ｘ１（ｔ））－ｃｏｓ（ｘ１（ｔ））×

ａｕ（ｔ）＋μｘ２２（ｔ）ｓｉｎ（ｘ１（ｔ））－ａｂｘ４（ｔ）

Ψ（ｘ（ｔ））＝３４ｌ－μｃｏｓ
２（ｘ１（ｔ））

Θ（ｘ（ｔ））＝ｘ２２（ｔ）ｓｉｎ（ｘ１（ｔ））－ｘ
·

２（ｔ）ｃｏｓ（ｘ１（ｔ））

式中，Ｉ为四阶单位矩阵，ｘ１（ｔ）为摆杆与竖直方向之
间的夹角，ｘ２（ｔ）为摆杆旋转的角速度，ｘ３（ｔ）是小车

偏离平衡位置的距离，ｘ４（ｔ）为小车运动的速度。
ｕ（ｔ）是电机提供的小车沿水平方向的驱动力。
ｗ（ｔ）、ｖ（ｔ）为外界随机干扰，辅助变量 ａ＝１／（ｍ＋
Ｍ），μ＝ｍｌ／（ｍ＋Ｍ），其他参数物理意义及取值见
表１。

表１　倒立摆模型参数
Ｔａｂ．１　Ｉｎｖｅｒｔｅｄｐｅｎｄｕｌｕｍｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数 参数值

摆杆质心距节点的距离／ｍ
摆杆质量／ｋｇ
小车质量／ｋｇ

小车摩擦力系数／（Ｎ·ｓ·ｍ１）

重力加速度／（ｍ·ｓ２）

０．２５
０．１０９
１．３２
０．１
９．８

上述随机非线性系统采用ＴＳ模糊模型进行局
部线性化。以ｘ１（ｔ）的状态作为系统线性化的前提
变量，分别在０°和 ±４５°三个工作点处对原系统局
部线性化，得到形如（４）式的随机 ＴＳ模糊模型。
其中，在±４５°工作点线性化的模型参数是一致的，
这样原系统就可以用两条 ＴＳ模糊规则来近似表
示，其子系统模型参数为：

Ａ１ ＝

０ １ ０ ０
３１．１８４ ０ ０ ０．２２２７
０ ０ ０ １

－０．５９４７ ０ ０ －０．











０７４１

，

Ａ２ ＝

０ １ ０ ０
２０．１５０２ ０ ０ ０．１５２９
０ ０ ０ １

０．０１６５ ０ ０ －０．











７２０４

，
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Ｂ１ ＝

０
－２．２２６８
０

０．











７４２３

，Ｂ２ ＝

０
－１．５２８８
０

０．











７４０４

，

Ｅａ１ ＝

０ ０ ０ ０
１０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０











２ ０ ０ ４

，Ｅｂ１ ＝













０
５
０
０

Ｅａ２ ＝

０ ０ ０ ０
５ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０











１ ０ ０ ３

，Ｅｂ２ ＝













０
１
０
０

Ｃ１ ＝Ｃ２ ＝Ｉ４，Ｈａ１ ＝Ｈａ２ ＝０．０１×Ｉ４，
Ｈｂ１ ＝Ｈｂ２ ＝ｄｉａｇ｛１，１，１，１｝

其中，下角标“１”是系统状态ｘ１（ｔ）在０°附近的线性
化模型参数，下角标“２”是 ｘ１（ｔ）在 ±４５°附近的线
性化模型参数。

假定系统为高斯噪声，即 ｗ（ｔ）～（０，Ｖ１），ｖ（ｔ）
～（０，Ｖ２）。令 Ｖ１＝｛０．０５，０．１，０．０５，０．１｝，Ｖ２＝
０．０１。性能指标权阵为：Ｑ＝ｄｉａｇ｛１，００１，１，０．０１｝，
Ｒ＝０．０１。初始状态 ｘ（０）＝［０．２，１，１，０．２］Ｔ，应
用本研究提出的控制器设计方法，用ＬＭＩ求解（１０）
和（１１）的可行性问题。不同的 εｉ，εｉｊ和 εｊｉ对应不
同的目标函数值。

计算可知，当εｉ＝０．７０８，εｉｊ＝εｊｉ＝１．７０９时，相
应的闭环系统性能指标 （２）的最小上界为
Ｊ＊ ＜４．０５４８。此时，对应的对称正定矩阵Ｘ，Ｙ为：

Ｘ＝

－１５．４７７ －１１．２６９ －０．０４６ －０．２０３
－１１．２６９ ０．６５２ －０．４２０ ４．８２８
－０．０４６ －０．４２０ －０．３５９ －３７．３６３
－０．２０３ ４．８２８ －３７．３６３ ４４０．











６６２

＞０

Ｙ＝

－０．１２８ －０．６４４ －０．４５８ －０．４５２
－３．２２２ －３．４７４ ０．０３８ ０．２３４
０．０４２ ０．０３８ ０ －０．０７１
０．２０２ ０．２３４ －０．０７１ －０．











０１１

＞０

由于ＭＮＴ＝ＩＸＹ，故对ＩＸＹ进行奇异值分解，
可得：

Ｍ ＝

－０．４１２ －０．６４４ －０．４５８ －０．４５２
０．４１０ －０．６８３ －０．００３ ０．６０３
－０．８００ ０．０４１ ０．０９６ ０．５９２
０．１４２ ０．３４０ －０．８８５ ０．











２８３

Ｎ＝

０ ０ １１４．８５１ ０
６．６５２ ７３．３１６ １６５．８６７ －０．５１０
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








２２８

将求解出的矩阵Ｘ、Ｙ、Ｍ、Ｎ和子系统的模型参
数矩阵带入式（１３），即可得到式（５）表示的子系统
输出反馈控制器参数。

将设计出的控制器用于原随机非线性倒立摆模

型。选取三角形隶属度函数来构造模糊控制器。系

统的主要状态量仿真结果如图１所示。图１中“实
线”为系统状态及控制量的实际值，“虚线”为目

标值。

为了验证控制器的鲁棒性，改变原系统中参数，

使得ｌ＝０．５、ｂ＝０．２，仿真结果如图２所示。在原系
统上分别对状态向量ｘ１（ｔ）和ｘ３（ｔ）在１．５ｓ和３．５ｓ
时加入脉冲干扰信号，其仿真结果如图３所示。

由仿真结果可以看出，本研究所给出的随机模

糊控制器设计法，具有较强的鲁棒性，能够使倒立摆

系统的状态向量在受到两种不确定干扰的情况下回

到平衡位置。

图１　模型参数ｌ＝０．２５，ｂ＝０．１时闭环系统的状态响应
Ｆｉｇ．１　Ｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅｗｈｅｎｔｈｅｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｒｅｌ＝０．２５，ｂ＝０．１
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图２　模型参数ｌ＝０．５，ｂ＝０．２时闭环系统的状态响应
Ｆｉｇ．２　Ｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅｗｈｅｎｔｈｅｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｒｅｌ＝０．５，ｂ＝０．２

图３　施加干扰脉冲时模型参数ｌ＝０．２５，ｂ＝０．１时闭环系统状态响应
Ｆｉｇ．３　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｉｍｐｕｌｓｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅｉｍｐｏｓｅｄｗｈｅｎｔｈｅｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｒｅｌ＝０．２５，ｂ＝０．１

４　结　论

１）通过扩展系统的状态向量，设计出的输出反
馈模糊控制器，对系统的控制范围大、鲁棒性强。为

解决系统具有双重不确定性控制问题提供了一种有

效地控制策略。

２）系统稳定性是建立在 ＴＳ模糊模型存在一
个公共的正定矩阵，使每个子系统同时稳定的基础

上的。有学者提出，局部控制器是根据局部线性模

型设计的，将这些局部控制器混合得到的全局控制

器能否保证原始非线性系统的稳定性［１２１３］，仍然缺

乏理论性证明，这将是本研究下一步将进行的工作。
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