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基于循环迭代的分形插值函数的构造及其盒维数
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摘要：为了更加精确地拟合复杂的非光滑曲线，采用了在原有分形插值函数的基础上构造一类更

加复杂的分形函数的方法，笔者称这样的分形函数为基于循环迭代的分形插值函数，并对这类分形

插值函数的构造方法及其计盒维数的计算进行了研究，给出了其维数定理。
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　　１９８６年，Ｂａｒｎｓｌｅｙ［１］运用迭代函数系的理论引
出了分形插值函数（ＦＩＦ）的概念，这是一种新的插
值方法，特别在非光滑曲线的拟合中显示了其独特

的优越性。此后，越来越多的文章给出了分形插值

函数的连续性、盒维数、积分性、光滑性以及 ＦＩＦ的
应用等内容［２４］，还有的是研究了分形与小波之间

的关系［５］等等。

分形维数是表征自相似系统和结构的定量性

质。分形图形虽然一般都比较复杂，但是其复杂程

度基本可用非整数维数去定量化，因此维数的研究

在分形学习中有着重要的地位［６７］。而对于本篇论

文引入的基于分形插值函数的更为复杂的基于循环

迭代的分形插值函数，它可以对自然界的那些粗糙

的、不规则的自然现象及自然规律等作出较分形插

值函数更加精确的刻画和模拟，因此对其维数的研

究就显得更为重要。我们也可以将后者看做是超分

形插值函数［８］的一种特殊情况，目前有文章对超分

形插值函数的各项性质（连续性、积分性和光滑性

等）进行了研究［１，８］。但是对于超分形插值函数的

盒维数的研究并不是很深入。而本篇论文提出了基

于循环迭代的分形插值函数的概念，并讨论了其盒

维数的计算方法。

１　基于循环迭代的分形插值函数的构造

假设：Ｓ０＝｛（ｘｉ，ｙｉ）∈Ｒ
２；ｉ＝０，１，２，…，Ｎ｝是

给定的平面点集，定义映射：

ωｎ，ｋ：Ｉ×Ｒ→Ｉ×Ｒ
　　 ｋ＝１，２，…，Ｍ，Ｍ ＞１，ｎ＝１，２，…，( )Ｎ

ωｎ，ｋ ｘ，( )ｙ＝ Ｌｎ( )ｘ，Ｇｎ，ｋ ｘ，( )( )ｙ
其中Ｉ∈ ａ，[ ]ｂ，ａ，ｂ∈Ｒ且：

Ｌｎ( )ｘ＝ａｎｘ＋ｂｎ
Ｇｎ，ｋ ｘ，( )ｙ＝ｅｎ，ｋｘ＋γｎ，ｋｙ＋ｆｎ，{

ｋ

　 ０
!γｎ，ｋ ＜１

并且满足连续性条件：

Ｇｎ，ｋ ｘ０，ｙ( )
０ ＝ｙｎ－１
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Ｇｎ，ｋ ｘＮ，ｙ( )
Ｎ ＝ｙｎ

即：

ωｎ＋１，ｋ ｘ０，ｙ( )
０ ＝ωｎ，ｋ ｘＮ，ｙ( )

Ｎ

从而对于每个ｋ∈ １，２，…，{ }Ｍ ，式（１）所示表达式
都是对应于Ｓ０ ＝｛（ｘｉ，ｙｉ）∈Ｒ

２；ｉ＝０，１，２，…，Ｎ｝
的迭代函数系。

Ｒ２；ωｎ，ｋ：ｎ＝１，２，…，{ }Ｎ （１）
所以对于ｋ∈ １，２，…，{ }Ｍ 可以构造映射

{
：

Ｗｋ：ＨＲ( )２ →ＨＲ( )２ ，ｋ＝１，２，…， }Ｍ
其中ＨＲ( )２ 是由 Ｒ２中所有有界闭集组成的集合
类，对于Ｇ∈ＨＲ( )２ ，定义：

Ｗｋ( )Ｇ ＝∪
Ｎ

ｎ＝１
ωｎ，ｋ( )Ｇ

ωｎ，ｋ( )Ｇ ＝ωｎ，ｋ ｘ，( )ｙ， ｘ，( )ｙ∈{ Ｇ
（２）

令Λ是定义在序列１，２，…，Ｍ上的码空间，即：
Λ＝｛σ＝σ１σ２…σｋ…，σｉ＝

１，２，…，Ｍ，ｉ＝１，２，…，ｋ｝
　　现在取 σ为循环码，即在 σ ＝σ１σ２…σｋ…
中有：

σｊＭ＋ｈ ＝ｈ，ｊ＝０，１，２，…；ｈ＝１，２，…，Ｍ
令：

Ｗσ ＝Ｗσ１Ｗσ２…Ｗσｋ… （３）
式中Ｗσ为循环复合，且：

Ｗσ
ｋ ＝Ｗσ１Ｗσ２…Ｗσｋ

再令：

Ｗ ＝ＷσｊＭ＋１ＷσｊＭ＋２…Ｗσ ｊ＋( )１Ｍ

下面讨论Ｗ的一般形式。
如上述，当 σσ∈( )Λ 为循环码时，为了便于

书写，笔者简单地设ｊ＝０，即：
σ＝１２…Ｍ
Ｗ ＝Ｗ１Ｗ２…ＷＭ

其中Ｗｋ（ｋ＝１，２，…，Ｍ）可通过试（１）、（２）计算。
因此，当 ｋ＝１，２，…，Ｍ；ｎ＝０，１，２，…，Ｎ时，

由式（２）可得：
Ｗ ＝Ｗ１Ｗ２…ＷＭ ＝

∪
Ｎ

ｎ１＝１
∪
Ｎ

ｎ２＝１
… ∪

Ｎ

ｎＭ＝１
ωｎ１，１ωｎ２，２…ωｎＭ，Ｍ( )Ｇ ＝

∪
Ｎ

ｎ１＝１
∪
Ｎ

ｎ２＝１
… ∪

Ｎ

ｎＭ＝１
Ｗｎ１ｎ２…ｎＭ( )Ｇ （４）

式中：

Ｗｎ１ｎ２…ｎＭ( )Ｇ ＝ωｎ１，１ωｎ２，２…ωｎＭ，Ｍ( )Ｇ
则式（３）可以写为：

Ｗσ ＝ＷＷ…     Ｗ
ｍ个

ＷσｊＭ＋１

ＷσｊＭ＋２…ＷσｊＭ＋ｈ

令：

Ａｈ ＝ＷσｊＭ＋１ＷσｊＭ＋２…ＷσｊＭ＋ｈ
　　 ｈ＝１，２，…，Ｍ－( )１
则式（３）可以写成：

Ｗσ ＝ＷＷ…     Ｗ
ｍ个

Ａｈ ＝Ｗ
ｍＡｈ　

由式（４）可得：
｛Ｗｎ１ｎ２…ｎＭ ｘ，( )ｙ，ｎ１，ｎ２，…，ｎＭ ＝１，２，…，Ｎ｝

（５）
即Ｗ是式（５）引出的变换。
定理１　存在Ｉ∈ ａ，[ ]ｂ，ａ，ｂ∈Ｒ上的连续函

数 ｇσ σ＝１２…( )Ｍ ，使 得 ｇσ 的 图 像 Ｇσ ＝

Ｇｒａｐｈｇ( )
σ ＝ ｘ，ｇσ( )( )ｘ ｘ∈{ }Ｉ是迭代函数系

（５）的不变集，即：

Ｇσ ＝∪
Ｎ

ｎ１＝１
∪
Ｎ

ｎ２＝１
… ∪

Ｎ

ｎＭ＝１
Ｗｎ１ｎ２…ｎＭ Ｇ( )

σ

并且ｇσ ｘ( )
ｉ ＝ｙｉ，ｉ＝１，２，…，Ｎ，则称这样的 ｇσ为

对应于迭代函数系（５）的基于（１）的循环迭代的分
形插值函数。

证明：因为ωｎ，ｋ( )ｘｙ＝
ａｎ ０

ｅｎ，ｋ γｎ，( )
ｋ

( )ｘｙ是一个仿
射变换，且又有０＜ａｎ＜１，０!γｎ，ｋ＜１，因此ωｎ，ｋ在
某度量ｄ下是压缩变换 ｋ＝１，２，…，( )Ｍ 。

设 ωｎ，ｋ ｎ＝１，２，…，( )Ｎ 是 完 备 度 量 空 间

Ｒ２，( )ｄ上的一族压缩映射，压缩因子０!ｓｎ＜１，ｎ＝

１，２，…，Ｎ。由（２）的构造Ｗｋ：ＨＲ( )２ →ＨＲ( )２ ：

Ｗｋ( )Ｇ ＝∪
Ｎ

ｎ＝１
ωｎ，ｋ( )Ｇ ，Ｇ∈ＨＲ( )２

由文献［２］可知Ｗｋ是 ＨＲ( )２ ，( )ｈ上的压缩映

射，压缩因子ｓ＝ｍａｘ
１
!

ｎ
!

Ｎ
ｓｎ ＜１，使得：

ｈＷｋ( )Ａ，Ｗｋ( )( )Ｂ !

ｓｈＡ，( )Ｂ，Ａ，Ｂ∈ＨＲ( )２

又因为 Ｈｕｔｃｈｉｎｓｏｎ算子 Ｗｋ是完备度量空间
（Ｈ（Ｒ２），ｈ）上的压缩映射，因此（３）也为压缩映
射，进而迭代函数系（５）为双曲迭代函数系，则存在
唯一的吸引子 Ａ，此吸引子 Ａ即为上述分形插值函
数ｇσ σ＝１２…( )Ｍ 。

令：

Ｗｎ１ｎ２…ｎＭ ｘ，( )ｙ＝ωｎ１，１ωｎ２，２…ωｎＭ，Ｍ ｘ，( )ｙ＝

Ｋｎ１ｎ２…ｎＭ( )ｘ

Ｅｎ１ｎ２…ｎＭ ｘ，( )( )ｙ
其中 ｎ１，ｎ２，…，ｎＭ ＝１，２，…，Ｎ，且 Ｋｎ１ｎ２…ｎＭ( )ｘ和

Ｅｎ１ｎ２…ｎＭ ｘ，( )ｙ的计算可参照下面给出的例子的计算
方法。笔者写成：
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Ｋｎ１ｎ２…ｎＭ( )ｘ＝ａｎ１ａｎ２…ａｎＭｘ＋Ａｎ１ｎ２…ｎＭ
Ｅｎ１ｎ２…ｎＭ ｘ，( )ｙ＝Ｂｎ１ｎ２…ｎＭｘ＋γｎ１１γｎ２２…γｎＭＭｙ＋Ｃｎ１ｎ２…ｎ

{
Ｍ

其中记ａｎ１ｎ２…ｎＭ ＝ａｎ１ａｎ２…ａｎＭ为迭代函数系（５）
的横向压缩因子，Γｎ１ｎ２…ｎＭ ＝γｎ１１γｎ２２…γｎＭＭ为迭代
函数系（５）的纵向压缩因子。

由于 ０
!γｎ１１，γｎ２２，…，γｎＭＭ ＜ １，因此 ０

!

γｎ１１γｎ２２…γｎＭＭ ＜１，即０!Γｎ１ｎ２…ｎＭ ＜１
因而，对某个０

!Γｎ１ｎ２…ｎＭ ＜１有：
Ｅｎ１ｎ２…ｎＭ ｕ，ｖ( )

１ －Ｅｎ１ｎ２…ｎＭ ｕ，ｖ( )
２ !

Γｎ１ｎ２…ｎＭ ｖ１－ｖ２ ，ｕ∈Ｉ，ｖ１，ｖ２∈( )Ｒ （６）
用Ｃ( )Ｉ表示Ｉ上的所有连续函数所组成的集

合，任取ｈ∈Ｃ( )Ｉ， ｈ
"

＝ｍａｘ ｈ( )ｘ ｘ∈{ }Ｉ表

示ｈ的范数，则 Ｃ( )Ｉ；·( )
"

构成一个完备的度量

空间。

令Ｃ０（Ｉ）＝｛ｈ∈Ｃ（Ｉ）｜ｈ（ｘ０）＝ｙ０，ｈ（ｘＮ）＝
ｙＮ｝，显然 Ｃ０（Ｉ）是 Ｃ（Ｉ）的一个闭子空间，从而，
（Ｃ０（Ｉ）；·

"

）也是完备的度量空间。定义Ｃ０（Ｉ）
到Ｃ０（Ｉ）的映射Ｔ：
（Ｔｈ）（ｘ）＝Ｅｎ１ｎ２…ｎＭ（Ｋ

－１
ｎ１ｎ２…ｎＭ（ｘ），ｈ（Ｋ

－１
ｎ１ｎ２…ｎＭ（ｘ）））

ｘ∈Ｉｎ１ｎ２…ｎＭ
记：

Γ＝ ｍａｘ
１
!

ｎ１，ｎ２，…，ｎＭ!Ｎ
｛Γｎ１ｎ２…ｎＭ｝，ｈ１，ｈ２∈Ｃ０（Ｉ）

由式（６）可得：
｜Ｔｈ１－Ｔｈ２｜

"

＝

ｍａｘ
１
!

ｎ１，ｎ２，…，ｎＭ!
{Ｎ Ｅｎ１ｎ２…ｎＭ（Ｋ

－１
ｎ１ｎ２…ｎＭ（ｘ），ｈ１（Ｋ

－１
ｎ１ｎ２…ｎＭ（ｘ）））－

Ｅｎ１ｎ２…ｎＭ（Ｋ
－１
ｎ１ｎ２…ｎＭ（ｘ），ｈ２（Ｋ

－１
ｎ１ｎ２…ｎＭ（ｘ））） ｘ∈

Ｉｎ１ｎ２…ｎ }Ｍ !

ｍａｘ
１
!

ｎ１，ｎ２，…，ｎＭ!
{Ｎ Γｎ１ｎ２…ｎＭ ｈ１（Ｋ－１ｎ１ｎ２…ｎＭ（ｘ））－

ｈ２（Ｋ
－１
ｎ１ｎ２…ｎＭ（ｘ）） ｘ∈Ｉｎ１ｎ２…ｎ }Ｍ !Γ ｈ１－ｈ２

"

因此，映射 Ｔ为 （Ｃ０（Ｉ）； ·
"

）上的压缩映

射，由Ｂａｎａｃｈ不动点原理，存在唯一的连续函数 ｇσ
∈Ｃ０（Ｉ）满足Ｔｇσ ＝ｇσ，σ＝１２…Ｍ，即：

Ｅｎ１ｎ２…ｎＭ（Ｋ
－１
ｎ１ｎ２…ｎＭ（ｘ），ｇσ（Ｋ

－１
ｎ１ｎ２…ｎＭ（ｘ）））＝ｇσ

　　ｘ∈Ｉｎ１ｎ２…ｎＭ
现令Ｇσ ＝Ｇｒａｐｈ（ｇσ）＝｛（ｘ，ｇσ（ｘ）） ｘ∈Ｉ｝

表示ｇσ的图像。

∪
Ｎ

ｎ１＝１
∪
Ｎ

ｎ２＝１
… ∪

Ｎ

ｎＭ＝１
Ｗｎ１ｎ２…ｎＭ（Ｇσ）＝

∪
Ｎ

ｎ１＝１
∪
Ｎ

ｎ２＝１
… ∪

Ｎ

ｎＭ＝１
｛（Ｋ

ｎ１ｎ２…ｎＭ
（ｘ），

Ｅｎ１ｎ２…ｎＭ（ｘ，ｇσ（ｘ））） ｘ∈Ｉ｝＝

∪
Ｎ

ｎ１＝１
∪
Ｎ

ｎ２＝１
… ∪

Ｎ

ｎＭ＝１
｛（ｘ，Ｅｎ１ｎ２…ｎＭ（Ｋ

－１
ｎ１ｎ２…ｎＭ（ｘ），

ｇσ（Ｋ
－１
ｎ１ｎ２…ｎＭ（ｘ）））） ｘ∈Ｉｎ１ｎ２…ｎＭ｝＝

∪
Ｎ

ｎ１＝１
∪
Ｎ

ｎ２＝１
… ∪

Ｎ

ｎＭ＝１
｛（ｘ，ｇσ（ｘ）） ｘ∈Ｉｎ１ｎ２…ｎＭ｝＝Ｇσ

因此，Ｇσ是迭代函数系（５）的不变集。
由ｇσ∈ Ｃ０( )Ｉ可知 ｇσ ｘ( )

０ ＝ｙ０且 ｇσ ｘ( )
Ｎ ＝

ｙＮ。当 ｉ ＝ １，２，…，ＮＭ －{ }１ 时， ｇσ ｘ( )
ｉ ＝

Ｅｉ Ｋ－１ｉ ｘ( )
ｉ，ｇσ Ｋ

－１
ｉ ｘ( )( )( )

ｉ
＝ Ｅｉ ｘＮ，ｇσ ｘ( )( )

Ｎ
＝

Ｅｉ ｘＮ，ｙ( )
Ｎ ＝ｙｉ　　

２　基于循环迭代的分形插值函数的维数

定理２　令ｇσ是由迭代函数系（５）确定的基于

循环迭代的分形插值函数，且 Ｇσ ＝Ｇｒａｐｈｇ( )
σ ，记

ｓ＝ｄｉｍＢ（Ｇσ），如果：

∑
ｎ１，ｎ２，…，ｎＭ＝１，２，…，Ｎ

γｎ１，１γｎ２，２…γｎＭ，Ｍ ＞１

并且：｛（ｘｉ，ｙｉ）｜ｉ＝０，１，２，…，Ｎ｝不共线，那么
ｄｉｍＢ（Ｇσ）就 是 满 足 式 （７）的 唯 一 解，否 则
ｄｉｍＢ（Ｇσ）＝１。

∑
ｎ１，ｎ２，…，ｎＭ＝１，２，…，Ｎ

γｎ１，１γｎ２，２…γｎＭ，Ｍ ·（ａｎ１ａｎ２…ａｎＭ）
ｓ－１＝１

（７）
　　证明：通过观察式（４），混合分形插值函数的迭
代函数系（５）各有 ＮＭ个横向压缩因子和纵向压缩
因子，记为：ａｎ１ｎ２…ｎＭ，Γｎ１ｎ２…ｎＭ。并且：

ａｎ１ｎ２…ｎＭ ＝ａｎ１ａｎ２…ａｎＭ
Γｎ１ｎ２…ｎＭ ＝γｎ１，１γｎ２，２…γｎＭ，Ｍ

式中 ｎ１，ｎ２，…，ｎＭ ＝１，２，…，Ｎ，ａｉ为（１）中 ωｉ，１，
ωｉ，２，…，ωｉ，Ｍ的横向压缩因子，γｉ，１，γｉ，２，…，γｉ，Ｍ 为
ωｉ，１，ωｉ，２，…，ωｉ，Ｍ的纵向压缩因子，ｉ＝ｎ１，ｎ２，…，
ｎＭ。

由分形插值函数的维数定理可得，维数 ｓ可由

∑
ｎ１，ｎ２，…，ｎＭ＝１，２，…，Ｎ

Γｎ１ｎ２…ｎＭ· ａｎ１ｎ２…ｎ( )
Ｍ
ｓ－１ ＝１来确定，

因此容易得到此定理成立。

下面举一个简单例子来说明此类分形插值函数

盒维数的计算方法。

例：令 [Ｉ ＝ ０， ]１ 且 Ｎ ＝ ３，Ｓ０ ＝

０，( )０， １３，( )１， ２３，( )１，１，( ){ }０ 为给定的一组平

面点集，在构造基于循环迭代的分形插值函数的过

程中，令σ＝１２，则对应的迭代函数系为

{
：

Ｗｎ１ｎ２（ｘ，ｙ），ｎ１，ｎ２ ＝１，２， }３
即：

Ｗ１１ ｘ，( )ｙ＝ω１，１ω１，２
Ｗ１２ ｘ，( )ｙ＝ω１，１ω２，２
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Ｗ１３ ｘ，( )ｙ＝ω１，１ω３，２
Ｗ２１ ｘ，( )ｙ＝ω２，１ω１，２
Ｗ２２ ｘ，( )ｙ＝ω２，１ω２，２
Ｗ２３ ｘ，( )ｙ＝ω２，１ω３，２
Ｗ３１ ｘ，( )ｙ＝ω３，１ω１，２
Ｗ３２ ｘ，( )ｙ＝ω３，１ω２，２
Ｗ３３ ｘ，( )ｙ＝ω３，１ω３，２

其中ωｎ，ｋ由（１）式确定，计算方法如下：
Ｗ１１ ｘ，( )ｙ＝ω１，１ω１，２ ｘ，( )ｙ＝

ω１，１ Ｌ１( )ｘ，Ｇ１，２ ｘ，( )( )ｙ ＝

ａ１ Ｌ１( )( )ｘ ＋ｂ１
ｅ１，１ Ｌ１( )( )ｘ ＋γ１，１ Ｇ１，２ ｘ，( )( )ｙ ＋ｆ１，( )

１

＝

ａ２１ｘ＋ ａ１ｂ１＋ｂ( )
１

ａ１ｅ１，１＋ｅ１，２γ１，( )
１ｘ＋γ１，１γ１，２ｙ＋ ｂ１ｅ１，１＋γ１，１ｆ１，２＋ｆ１，( )( )

１

＝

ａ２１ ０

ａ１ｅ１，１＋ｅ１，２γ１，１ γ１，１γ１，( )
２

( )ｘｙ＋
ａ１ｂ１＋ｂ１
ｂ１ｅ１，１＋γ１，１ｆ１，２＋ｆ１，( )

１

其余八个可由类似方法计算得到。并且给定

γｎ，１ ＝０．５，γｎ，２ ＝０．８，ｎ＝１，２，３。
那么，９个横向压缩因子为：
ａ１１ ＝ａ

２
１；ａ１２ ＝ａ１ａ２；ａ１３ ＝ａ１ａ３

ａ２１ ＝ａ２ａ１；ａ２２ ＝ａ
２
２；ａ２３ ＝ａ２ａ３

ａ３１ ＝ａ３ａ１；ａ３２ ＝ａ３ａ２；ａ３３ ＝ａ
２
３

９个纵向压缩因子为：
Γ１１ ＝γ１，１γ１，２；Γ１２ ＝γ１，１γ２，２；Γ１３ ＝γ１，１γ３，２
Γ２１ ＝γ２，１γ１，２；Γ２２ ＝γ２，１γ２，２；Γ２３ ＝γ２，１γ３，２
Γ３１ ＝γ３，１γ１，２；Γ３２ ＝γ３，１γ２，２；Γ３３ ＝γ３，１γ３，２

经计算可得：

ａ１ ＝ａ２ ＝ａ３ ＝
１
３

并且由已知可得：

γｎ，１ ＝０．５，γｎ，２ ＝０．８，ｎ＝１，２，３
那么：

ａ１１ ＝ａ１２ ＝… ＝ａ３３ ＝
１
９

且：

Γ１１ ＝Γ１２ ＝… ＝Γ３３ ＝０．４

又因为 ０，( )０， １３，( )１， ２３，( )１，１，( ){ }０ 不共线，

并且：

∑
ｎ１，ｎ２＝１，２，３

γｎ１，１γｎ２，２ ＝９×０．５×０．８＝３．６＞１

则可由定理２知其盒维数ｓ可以由下式确定：

∑
ｎ１，ｎ２＝１，２，３

γｎ１，１γｎ２，２ ａｎ１ａｎ( )
２
ｓ－１ ＝１

即：

∑
９

ｎ＝１
０．４ ( )１９

ｓ－１
＝１

　　经计算得ｓ＝１．５８３０，即当 σ＝１２时，此分形
插值函数的盒维数大约等于１．５８３０。

注：上例中其它条件不变，若σ１ ＝１
－
时，分形插

值函数ｇσ１（见图１）的维数ｓ１可以通过分形插值函
数的盒维数计算方法得到，经计算ｓ１＝１．３６９１（参

见文献［２］），同样也可计算当σ２ ＝２
－
时，分形插值

函数ｇσ２（见图２）的维数 ｓ２ ＝１．７９６９，而本例中，

当σ＝１２时（图像见图３）其维数ｓ＝１．５８３０，ｓ的
值处在 ｓ１和 ｓ２之间，且恰好 ｓ约等于 ｓ１和 ｓ２的
平均数。

图１　σ１ ＝１
－
时的分形插值函数ｇσ１

Ｆｉｇ．１　ＦＩＦｇσ１ｆｏｒσ１ ＝１
－

　

图２　σ２ ＝２
－
时的分形插值函数ｇσ２

Ｆｉｇ．２　ＦＩＦｇσ２ｆｏｒσ２ ＝２
－
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图３　σ＝１２时的基于循环迭代的分形插值函数ｇσ
Ｆｉｇ．３　ＦｒａｃｔａｌＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎＦｕｎｃｔｉｏｎＢａｓｅｄｏｎｔｈｅ

ＣｙｃｌｉｃａｌＩｔｅｒａｎｃｅｇσｆｏｒσ＝１２
　

　　事实上，在定理２中，我们得到了基于循环迭代
的分形插值函数盒维数ｓ的计算公式为：

∑
ｎ１，ｎ２，…，ｎＭ＝１，２，…，Ｎ

γｎ１，１γｎ２，２…γｎＭ，Ｍ ａｎ１ａｎ２…ａｎ( )
Ｍ
ｓ－１ ＝１

（８）
换一种形式可写为：

∑
Ｎ

ｎ１＝１
γｎ１，１·ａ

ｓ－１
ｎ( )
１ ∑

Ｎ

ｎ２＝１
γｎ２，２·ａ

ｓ－１
ｎ( )
２
… ∑

Ｎ

ｎＭ＝１
γｎＭ，Ｍ·ａ

ｓ－１
ｎ( )
Ｍ
＝１

（９）
式（９）中，并不要求等式左边的这 Ｍ项都为１，只要
求它们的乘积为１即可，因此可能会出现其中一项
的值大于１而另一项的值小于１的情况，因此其维
数ｓ就会在不同的ｋ值下取不同的值（ｋ＝１，２，…，

Ｍ），所以，当在上例中取σ１＝１
－
和σ２＝２

－
时便会有

不同的维数值，而当取σ＝１２时，运用公式（４）可计
算得到维数ｓ恰好大约在ｓ１和ｓ２中间。

３　总　结

浮云的边界、山峰的轮廓、海岸线以及许多其他

的自然界中的物体，用分形数学来描述它们的形状

要比用经典几何中的直线和光滑曲线来描述要好得

多，因此分形几何已渐渐成为非线性科学中一个十

分重要的领域。本文以分形插值函数为基础，构造

了一类基于循环迭代的分形插值函数，它相较于普

通分形插值函数可以更加精确地模拟自然界中的实

际存在，并讨论了其迭代函数系以及它的计盒维数。
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