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具有拟稳定秩的环
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摘要：为了将拟可逆元引入到稳定秩条件中，提出了具有拟稳定秩的环。利用具有拟稳定秩的环

的特殊性质，证明了环Ｒ是具有拟稳定秩的环的充分必要条件是对任意满足条 ａｘ＋ｂ＝１件的 ａ，
ｂ∈Ｒ，存在ｗ∈Ｒ－１ｑ 使得ａ＋ｂｗ∈Ｕ（Ｒ），以及其他等价条件，体现了具有拟稳定秩的环良好的结构
特点。
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　　１９６４年Ｂａｓｓ在文献［１］中给出了具有稳定秩１
的环的定义，若对任意满足条件ａＲ＋ｂＲ＝Ｒ的ａ，ｂ∈
Ｒ，存在ｙ∈Ｒ使得 ａ＋ｂｙ是可逆元，则称环 Ｒ具有
稳定秩１。这类环对研究代数 Ｋ－理论有重要意
义，许多学者从不同角度研究了这类环［２６］。Ａｒａ在
文献［７］中提出了一类具有稳定秩条件的无限环，
即ＱＢ－环，引入了拟可逆的概念，即：设 Ｒ是环，元
素ｘ，ｙ∈Ｒ，称ｘ，ｙ是中心正交的，如果它们满足ｘＲｙ＝
ｙＲｘ＝０，记作 ｘ⊥ｙ。称环 Ｒ的元素 ｕ是拟可逆的，
如果存在元素ａ，ｂ∈Ｒ使得（１－ｕａ）⊥（１－ｂｕ），记：

Ｒ－１ｑ {＝ ｕ∈Ｒ ａ，ｂ∈Ｒｓ．ｔ．（１－ｕａ）⊥（１－ｂｕ }）
Ｇｏｏｄｅａｌ在文献［２］中定义了具有单位稳定秩１

的环，即若对任意满足条件ａＲ＋ｂＲ＝Ｒ的ａ，ｂ∈Ｒ，
存在ｕ∈Ｒ使得 ａ＋ｂｙ是可逆元，则称环 Ｒ具有单
位稳定秩１。本研究将拟可逆替换单位稳定秩１中

的可逆后，得到了一类新的环，笔者称之为具有拟稳

定秩的环，并详细讨论了这类环的性质，得到了许多

好的结论。

文中环是含单位元的结合环，理想是双边理

想，模是指右模。令 Ｕ（Ｒ）是 Ｒ的可逆元的集合，
Ｕ′（Ｒ）是Ｒ的单边可逆元的集合，Ｊ（Ｒ）是Ｒ的Ｊａ
ｃｏｂｓｏｎ根。记Ｍｎ（Ｒ）为 Ｒ上的 ｎ×ｎ阶矩阵的集
合，它的单位元为 Ｉｎ，且记 ＧＬ（Ｒ，Ｉ）为｛Ａ∈ＧＬ２
（Ｒ，Ｉ）Ａ≡Ｉｎ（ｍｏｄＭｎ（Ｉ））｝，其中 ＧＬｎ（Ｒ）为Ｒ的
ｎ－维一般线性群。设 Ｂｉｊ＝Ｉ２＋ｘｅｉｊ，（ｉ≠ｊ，１"ｉ，ｊ"
２），［α，β］＝αｅ１１＋βｅ２２，其中，ｅ１１，ｅ２２，ｅｉｊ（ｉ≠ｊ，１"ｉ，
ｊ
"

２）是第 ｉ行，第 ｊ列位置是１，其余元素都是０的
矩阵。

引理１　对于任意环 Ｒ，如果 ｗ∈Ｒ－１ｑ ，那么对

任意的ｕ∈Ｕ（Ｒ），ｕｗ，ｗｕ∈Ｒ－１ｑ 。
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证明：设ｗ∈Ｒ－１ｑ ，ｕ∈Ｕ（Ｒ），则存在 ａ，ｂ∈Ｒ使
得：（１－ｗａ）⊥（１－ｂｗ）即：（１－ｗａ）Ｒ（１－ｂｗ）＝（１－
ｂｗ）Ｒ（１－ｗａ）＝０因为：（１－ｕｗａｕ－１）Ｒ（１－ｂｕ－１

ｕｗ）＝ｕ（１－ｗａ）ｕ－１Ｒ（１－ｂｗ）ｕ（１－ｗａ）Ｒ（１－
ｂｗ）＝０同理可得：（１－ｂｕ－１ｕｗ）Ｒ（１－ｕｗａｕ－１）＝０，
所以ｕｗ∈Ｒ－１ｑ ，类似的可得ｗｕ∈Ｒ

－１
ｑ 。

定理１　对于任意环Ｒ，下列结论等价：
１）对任意满足条件ａＲ＋ｂＲ＝Ｒ的 ａ，ｂ∈Ｒ，存

在ｙ∈Ｒ－１ｑ 使得ａ＋ｂｙ是可逆元；
２）对任意满足条件ａＲ＋ｂＲ＝Ｒ的 ａ，ｂ∈Ｒ，存

在ｙ∈Ｒ－１ｑ 使得ａ＋ｂｙ是左可逆元；
３）对任意满足条件ａＲ＋ｂＲ＝Ｒ的 ａ，ｂ∈Ｒ，存

在ｙ∈Ｒ－１ｑ 使得ａ＋ｂｙ是右可逆元。
证明：

① １）２），１）３）显然成立。
② ３）１），即：
若ａＲ＋ｂＲ＝Ｒ，由假设存在 ｗ∈Ｒ－１ｑ 使得 ａ＋

ｂｗ＝ｕ，ｕ是右可逆的。因此，存在ｖ∈Ｒ，使得ｕｖ＝１。
由于ｖＲ＋（１－ｖｕ）Ｒ＝Ｒ，故存在ｗ１∈Ｒ

－１
ｑ 使得

ｖ＋（１－ｖｕ）ｗ１＝ｕ１是右可逆元，且ｕｕ１＝ｕ（ｖ＋（１－
ｖｕ）ｗ１）＝ｕｖ＋ｕ（１－ｖｕ）ｗ１＝１，这表明 ｕ１是 Ｒ中的
可逆元，逆元为ｕ，因此，ｕ＝ａ＋ｂｗ是可逆的。

③ ２）１），即：
假设ａＲ＋ｂＲ＝Ｒ，根据假设，存在ｗ∈Ｒ－１ｑ 使得

ａ＋ｂｗ＝ｕ，ｕ是左可逆的。因此，存在ｖ∈Ｒ，使得ｖｕ＝
１。

由于ｖＲ＋０Ｒ＝Ｒ，故存在ｗ１∈Ｒ
－１
ｑ 使得ｖ＋０ｗ１＝

ｖ是左可逆元，因此，ｕ＝ａ＋ｂｗ是可逆的。
定义１　如果Ｒ满足以上定理１中等价条件中

的任何一条，那么称Ｒ是具有拟稳定秩的环。
具有拟稳定秩的环和具有稳定秩的环一样存在

下面的等价定义。

命题１　设Ｒ是一个环，则下列结论等价：
１）Ｒ是具有拟稳定秩的环；
２）对任意满足条件ａｘ＋ｂ＝１的 ａ，ｂ∈Ｒ，存在

ｗ∈Ｒ－１ｑ 使得ａ＋ｂｗ∈Ｕ（Ｒ）；
３）对任意满足条件ａｘ＋ｂ＝１的 ａ，ｂ∈Ｒ，存在

ｙ∈Ｒ使得ａ＋ｂｙ∈Ｕ（Ｒ）且１－ｘｙ∈Ｒ－１ｑ 。
证明：

① １）２）显然成立；
② ２）３），即：
由于ｘａ＋（１－ｘａ）＝１，根据假设存在 ｗ∈Ｒ－１ｑ ，

使得：ｘ＋（１－ｘａ）ｗ＝ｕ∈Ｕ（Ｒ）
又因为：

ａ －ｂ
１( )ｘ Ｂ２１（ｗ）＝

ｘ １－ｘａ
－１( )ａ

Ｂ２１（ｗ）＝

ｕ ( ) 
所以存在ｖ∈Ｕ（Ｒ），使得：

ｕ ( ) 
＝
ｕ ０( )０ １

Ｂ２１（）
１ ０
０ ｖ( )－１ Ｂ１２（）

故：

ｕ ( ) 

－１

＝Ｂ１２（）
１ ０
０( )ｖＢ２１（）ｕ

－１ ０( )０ １
表明：

１ ０
－ｗ( )１ ａ －ｂ

１( )ｘ ＝
 
( )ｖ∈ＧＬ２（Ｒ）

所以存在ｓ∈Ｕ（Ｒ），ｙ∈Ｒ使得：
 
( )ｖ ＝ ｓ ０( )ｖＢ２１（ｙ）

因此：

ａ －ｂ
１( )ｘ Ｂ２１（－ｙ）＝Ｂ２１（ｗ）

ｓ 
０( )ｖ ＝

ｓ 
ｗｓ( )

由此可得ａ＋ｂｙ＝ｓ∈Ｕ（Ｒ），且根据引理１知１－ｘｙ
＝ｗｓ∈Ｒ－１ｑ 。
③ ３）２），即：
设ａｘ＋ｂ＝１，由于ｘａ＋（１－ｘａ）＝１，根据假设，

存在ｙ∈Ｒ使得ｘ＋（１－ｘａ）ｙ＝ｕ∈Ｕ（Ｒ）且１－ａｙ＝
ｗ∈Ｒ－１ｑ 。

从而有：

ａ －ｂ
１( )ｘ Ｂ２１（－ｙ）＝ ｘ ｘａ－１

１( )ａ
Ｂ２１（－ｙ）＝

ｕ 
ｗ( )
故存在ｖ∈Ｕ（Ｒ），使得：
ａ －ｂ
１( )ｘ

－１

＝

ｕ ０( )０ １
Ｂ２１（ｗ）

１ ０
０( )ｖＢ１２（）Ｂ２１（ｙ）

因此有：

ａ －ｂ
１( )ｘ ＝

Ｂ２１（－ｙ）Ｂ１２（）
１ ０
０ ｖ( )－１ Ｂ２１（－ｗ）

ｕ－１ ０( )０ １
从而：

ａ －ｂ
１( )ｘ Ｂ２１（ｗｕ－１）＝ ｕ

－１ ( ) 
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由此可得ａ＋ｂｗｕ－１＝ｕ－１∈Ｕ（Ｒ），且由引理１
知ｗｕ－１∈Ｒ－１ｑ 。

④ ２）１），即：
若ａＲ＋ｂＲ＝Ｒ，则存在 ｘ，ｙ∈Ｒ，使得 ａｘ＋ｂｙ＝

１，根据２）存在ｗ１∈Ｒ
－１
ｑ 使得ｂ＋ａｘｗ１＝ｕ∈Ｕ（Ｒ），

因此ａｘｗ１ｕ
－１＋ｂｕ－１＝１。

因为 ａｘｗ１ｕ
－１＋ｂｕ－１＝１，又根据２）存在 ｗ２∈

Ｒ－１ｑ ，使得ａ＋ｂｕ
－１ｗ２∈Ｕ（Ｒ），且由引理１知ｕ

－１ｗ２∈
Ｒ－１ｑ 。

命题２　设Ｒ是任意环，则下列说法等价：
１）对任意满足条件ａｘ＋ｂ＝１的 ｘ，ａ，ｂ∈Ｒ，存

在ｗ∈Ｒ－１ｑ 使得ａ＋ｂｗ∈Ｕ（Ｒ）；
２）对任意满足条件ａｘ＋ｂ＝１的 ｘ，ａ，ｂ∈Ｒ，存

在ｗ∈Ｒ－１ｑ 使得ｘ＋ｗｂ∈Ｕ（Ｒ）。
证明：

① １）２），即：
设ａｘ＋ｂ＝１，由命题１，存在ｙ∈Ｒ使得ａ＋ｂｙ∈

Ｕ（Ｒ）且１－ｘｙ∈Ｒ－１ｑ 。令：
ｕ＝ａ＋ｂｙ∈Ｕ（Ｒ），ｗ＝（１－ｘｙ）ｕ－１，
ｖ＝ｘ＋（１－ｘｙ）ｕ－１ｂ，ｚ＝ａ＋ｙ（１－ｘａ）

下面证明：ｖｚ＝ｚｖ＝１。
ｖａ＝ｘａ＋（１－ｘｙ）－１ｂａ （１）
ｖｙ＝ｘｙ＋（１－ｘｙ）ｕ－１ｂｙ＝１－（１－ｘｙ）ｕ－１ａ（２）
ｖｙ（１－ｘａ）＝１－ｘａ－（１－ｘｙ）ｕ－１ａ（１－ｘａ）＝
１－ｘａ－（１－ｘｙ）ｕ－１（１－ａｘ）ａ＝
１－ｘａ－（１－ｘｙ）ｕ－１ｂａ

（３）
由（１）式和（３）式得ｖｚ＝１。
ｚｘ＝ａｘ＋ｙ（１－ｘａ）ｘ＝ａｘ＋ｙｘｂ （４）
ｚ（１－ｘｙ）＝ａ－ａｘｙ＋ｙ（１－ｘａ）－ｙ（１－ｘａ）ｘｙ＝
ａ－ａｘｙ＋ｙ（１－ｘａ）－ｙｘｂｙ＝
ａ＋（１－ａｘ）ｙ－ｙｘ（ａ＋ｂｙ）＝
ａ＋ｂｙ－ｙｘｕ＝（１－ｙｘ）ｕ

（５）
ｚ（１－ｘｙ）ｕ－１ｂ＝（１－ｙｘ）ｂ （６）
由（４）式和（６）式得 ｚｖ＝ａｘ＋ｂ＝１。由于１－

ｘｙ∈Ｒ－１ｑ ，根据引理１得ｗ＝（１－ｘｙ）ｕ
－１∈Ｒ－１ｑ 。

② ２）１），即：
由于ｘａ＋（１－ｘａ）＝１，故存在ｗ∈Ｒ－１ｑ ，使得：
ａ＋ｗ（１－ｘａ）＝ｕ∈Ｕ（Ｒ）。
由于：

Ｂ１２（ｗ）
ｘ １
－( )ｂ ａ

－１

＝Ｂ１２（ｗ）
ａ －１

１－( )ｘａ ｘ
＝

ｕ ( ) 

存在ｖ∈Ｕ（Ｒ），使得：
ｕ ( ) 

＝
ｕ ０( )０ １

Ｂ２１（）
１ ０
０ ｖ( )－１ Ｂ１２（）

则有：

ｕ ( ) 

－１

＝Ｂ１２（）
１ ０
０( )ｖＢ２１（）ｕ

－１ ０( )０ １
表明：

ｘ １
－( )ｂ ａ

１ －ｗ( )０ １
＝
 
( )ｖ∈ＧＬ２（Ｒ）

所以存在ｓ∈Ｕ（Ｒ），ｙ∈Ｒ，使得：
 
( )ａ ＝Ｂ１２（ｙ）

ｓ ０
( )ｖ

因此：

Ｂ２１（－ｙ）
ａ －ｂ
１( )ｘ ＝

ｓ ０
( )ｖＢ１２（ｗ）＝

ｓ ｓｗ( ) 
由此可得，存在 ｙ∈Ｒ使得 ｘ＋ｙｂ＝ｓ∈Ｕ（Ｒ），

且１－ｙａ＝ｓｗ∈Ｒ－１ｑ 。对称的可以证明１）成立。
由命题２可知，Ｒ是具有拟稳定秩的环的充分

必要条件是Ｒ的反环Ｒｏｐ是具有拟稳定秩的环。
命题３　设Ｒ是任意环，则下列说法等价：
１）Ｒ是具有拟稳定秩的环；
２）对任意满足条件 ａＲ＋ｂＲ＝ｄＲ的 ａ，ｂ，ｄ∈

Ｒ，存在ｕ∈Ｕ（Ｒ），ｗ∈Ｒ－１ｑ 使得ａｕ＋ｂｗ＝ｄ；
３）对任意的ｍ２，ａ１，…，ａｍ，ｄ∈Ｒ，若满足条

件ａ１Ｒ＋… ＋ａｍＲ＝ｄＲ，则存在 ｕ１∈Ｕ（Ｒ），ｗ２，…，
ｗｍ∈Ｒ

－１
ｑ 使得ａ１ｕ１＋ａ２ｗ２＋…＋ａｍｗｍ＝ｄ。
证明：

① ２）１）和３）２）显然成立；
② １）２），即：
由于Ｒ是具有拟稳定秩的环，根据定义１，Ｒ具

有稳定秩１。假设ａ，ｂ，ｄ∈Ｒ满足 ａＲ＋ｂＲ＝ｄＲ，则
集合 ａ，{ }ｂ和集合 ｄ，{ }０生成相同的 Ｒ２的 Ｒ－子
模。根据文献［８］的引理２．１，存在可逆矩阵 Ｕ＝
（ｕｉｊ）∈ＧＬ２（Ｒ），使得（ａ，ｂ）＝（ｄ，０）Ｕ。显然ｕ１１Ｒ＋
ｕ１２Ｒ＝Ｒ，故存在 ｗ∈Ｒ

－１
ｑ 使得 ｕ１１＋ｕ１２ｗ＝ｖ∈Ｕ

（Ｒ）。表明ａ＋ｂｗ＝ｄｖ，因此 ａｖ－１＋ｂｗｖ－１＝ｄ，其中
ｖ－１∈Ｕ（Ｒ）且根据引理１，ｗｖ－１∈Ｒ－１ｑ 。

③ ２）３），即：
假设ａ１Ｒ＋… ＋ａｍＲ＝ｄＲ，其中 ｍ２，ａ１，…，

ａｍ，ｄ∈Ｒ。如果ｍ＝２，根据２），结论成立。
假设结论对ｍ

"

ｋ（ｋ２）成立。
令：ｍ＝ｋ＋１，存在ｘ１，…，ｘｋ＋１∈Ｒ，使得：
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ａ１ｘ１＋…＋ａｋ＋１ｘｋ＋１＝ｄ
表明：

ａ１Ｒ＋…＋ａｋ－１Ｒ＋（ａｋｘｋ＋ａｋ＋１ｘｋ＋１）Ｒ＝ｄＲ
假设：

ａ１ｕ１＋ａ２ｗ２＋…＋ａｋ－１ｗｋ－１＋
（ａｋｘｋ＋ａｋ＋１ｘｋ＋１）ｗｋ＝ｄ （７）
其中，ｕ１∈Ｕ（Ｒ），ｗ２，…，ｗｍ∈Ｒ

－１
ｑ 。

由（７）式知：
（ａ１ｕ１＋ａ２ｗ２）Ｒ＋…＋ａｋＲ＋ａｋ＋１Ｒ＝ｄＲ。
再由归纳假设得：

（ａ１ｕ１＋ａ２ｗ２）ｖ１＋…＋ａｋｖｋ－１＋ａｋ＋１ｖｋ＝ｄ
其中，ｖ１∈Ｕ（Ｒ），ｖ２，…，ｖｋ∈Ｒ

－１
ｑ 。

根据引理１知 ｕ１ｖ１∈Ｕ（Ｒ），ｗ２ｖ１∈Ｒ
－１
ｑ ，ｖ２，…，

ｖｋ∈Ｒ
－１
ｑ ，故３）成立。
由于Ｒ是具有拟稳定秩的环，Ｒ的反环 Ｒｏｐ是

具有拟稳定秩的环，因此根据命题３得到推论１。
推论１　设Ｒ是任意环，则下列说法等价：
１）Ｒ是具有拟稳定秩的环；
２）对任意满足条件 Ｒａ＋Ｒｂ＝Ｒｄ的 ａ，ｂ，ｄ∈

Ｒ，存在ｕ∈Ｕ（Ｒ），ｗ∈Ｒ－１ｑ 使得ｕａ＋ｗｂ＝ｄ；
３）对任意的ｍ２，ａ１，…，ａｍ，ｄ∈Ｒ，若满足条

件Ｒａ１＋… ＋Ｒａｍ＝Ｒｄ，则存在 ｕ１∈Ｕ（Ｒ），ｗ２，…，
ｗｍ∈Ｒ

－１
ｑ 使得ｕ１ａ１＋ｗ２ａ２＋…＋ｗｍａｍ＝ｄ。
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