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金属材料弹塑性加、卸载时弹性变形大小与分布

汤安民，王忠民，李智慧
（西安理工大学 土木建筑工程学院，陕西 西安 ７１００４８）

摘要：弹性变形与塑性变形是两种不同性质的物理现象。弹、塑性变形过程中，两者性质互不影

响，其中弹性变形能大小遵守热力学第一定律，变形能分布形式遵守热力学第二定律。现有塑性力

学求解时，仅使用了平衡条件、屈服条件与本构关系，求出的应力解仅符合热力学第一定律，但应力

解对应的变形能不是最小值，变形场处在不稳定的平衡状态，这样应力解不符合热力学第二定律，

不符合实际情况。用现有弹塑性理论作指导，不能正确解答金属结构弹塑性加、卸载试验现象。
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　　目前，塑性力学主要用于分析材料发生塑性变
形后结构内应力场的分布状况。由于塑性变形的复

杂性，对后续塑性变形性质认识尚不完善，使得许多

工程结构的弹塑性力学问题都难以解决［１３］。

金属材料在外力作用下，金属原子位置发生相

对改变，产生材料的弹性变形，弹性变形大小与分布

可用弹性应变场、应力场和变形能场描述。

弹性变形的主要特性是，外力增大其增大，外力

卸载其恢复。金属晶体内位错在剪应力作用下滑

移，产生材料的塑性变形，塑性变形中不包含变形

能，也不承担应力［４］，外力卸载塑性变形不能恢复。

因此，金属材料中的弹性变形与塑性变形两者

细观机制与宏观表现均不同，是性质不同的两种物

理现象［５］。

现有的弹塑性教材中常把二者混在一起分析对

应的应力场［６］，使问题求解困难化。若将弹性变
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形、塑性变形与应力场的关系加以区分，会使应力场

分析简单化。

构件中应力场的大小、分布仅与变形能场大小、

分布相对应，变形能场仅与弹性变形相对应。塑性

变形的出现并不影响变形能场性质的改变，材料弹

性变形性质也不改变。

这样通过分析结构加卸载试验过程中变形能场

大小、分布规则，可了解弹性变形大小与分布规则，

在考虑了塑性变形后的结构几何形状上，仅考虑弹

性变形计算应力场大小与分布。

１　金属结构加、卸载过程与试验结果的讨论

常见金属结构的加、卸载试验曲线如图１所示，
加载初期 ＯＡ弹性段，构件以弹性变形为主。过 Ａ
点后，材料出现大量塑性变形，构件进入弹塑性变形

阶段，此阶段随载荷的增加，产生的弹性变形相同于

弹性段，其大小远小于产生的塑性变形，在弹塑性阶

段任意处进行卸载，卸载过程为纯弹性变形过程，曲

线见图１中ＢＤ或ＣＥ。

图１　单向拉伸加、卸载曲线
Ｆｉｇ．１　Ｌｏａｄｉｎｇａｎｄｕｎｌｏａｄｉｎｇｃｕｒｖｅｓｉｎｔｅｎｓｉｏｎ
　

目前弹塑性理论认为，加载在弹性阶段，金属结

构中有弹性应力场，在弹塑性阶段，即是小变形在不

考虑结构尺寸变化的情况下，塑性变形会使结构中

应力分布规律发生变化，如纯弯曲梁弹性段正应力

分布如图 ２（ａ）所示，弹塑性段正应力分布如图
２（ｂ）所示。

大量实验表明，卸载是一弹性过程，能卸掉载荷

ＰＢ对应的纯弹性变形场中的弹性应变、应力和相应
变形能。

现有教材中，将卸载过程解释成一个反向加载

的弹性过程，没有解释卸载试验过程中卸掉的弹性

变形与理论计算结构中给出的弹性变形不相符的事

实。现有理论认为卸载后，对应载荷 ＰＢ计算出的
弹塑性应力场与 ＰＢ卸载纯弹性应力场之差，成为
结构中的残余应力。

图２　纯弯梁的应力分布
Ｆｉｇ．２　ＥｌａｓｔｉｃｓｔｒｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｎｄＥｌａｓｔｉｃ

ｐｌａｓｔｉｃｓｔｒｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
　

材料的弹性变形、塑性变形在细观上是不同机

制的两个物理现象。构件弹、塑性变形加、卸载试验

表明，塑性变形的产生与大小并不影响材料弹性

性质。

对金属材料构件弹塑性加、卸载段，材料弹性应

变与应力之间仍服从虎克定律，试验中弹性变形与

载荷有着一一对应的线性关系。则外力在弹性变形

上做功为 ＰＢΔ
ｅ／２，储存在构件中的变形能也等于

ＰＢΔ
ｅ／２。试验中卸载过程是载荷逐渐减小过程，并

不是反向加载，卸载时构件中弹性变形逐渐恢复，卸

载过程释放出的变形能值是ＰＢΔ
ｅ／２，正是结构中全

部变形能。

试验中，金属构件加载至弹塑性段任意处卸载，

卸载曲线为与弹性段斜率相同的线弹性曲线，正说

明在弹塑性段各处弹性变形性质是相同的，不因塑

性变形影响而有所改变，图２ｂ给出的应力场分布，
则对应着塑性变形改变了材料弹性变形分布，实质

是改变了力与弹性变形的原有物理关系，这与弹性

性质不变的试验现象并不相符，在不考虑几何非线

性情况的小变形范围内，理论上也解释不通。因此

对纯弯曲梁弹塑性变形后，图２给出的弹塑性应力
场分布并不实际存在，完全卸载后，梁中应无残余应

力存在。

以上两种不同认识的区别还在于，前者认为，弹

塑性变形过程中，弹性变形与塑性变形配合起来使

变形协调，而弹性变形、塑性变形各自单独部分不能

变形协调。后者认为，弹性变形大小不影响材料的

塑性性质，塑性变形也不影响材料的弹性性质，二者

能量场在本质层次上不同，弹性变形对应的弹性势

能与塑性变形耗散能互不影响，有着各自独立的分

布规律，作为表象变形也有各自独立的分布规律。

卸载过程卸掉了弹性变形，改变了几何形状的构件

上只有塑性变形，说明塑性变形自身协调。

对变形后结构作分析，金属结构从 Ａ状态经过
弹塑性变形到Ｂ状态（见图３）。研究虚线 Ｂ状态，
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塑性变形的作用细观上使材料硬化、不易再塑性变

形，宏观上永久改变物体形状，这两点均不影响材料

弹性性质。

图３　大塑性变形结构
Ｆｉｇ．３　Ｌａｒｇｅｐｌａｓｔｉｃｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｍｅｍｂｅｒ
　

在考虑了塑性变形后的几何尺寸 Ｂ结构，仍是
力作用下对应的弹性变形场。在 Ｂ上，外力、应力、
弹性变形、弹性应变等满足平衡方程、几何方程和线

弹性应力应变关系。因此，Ｂ形状下的弹性变形和
对应的应力分布规律，对应着弹性力学解。塑性变

形改变结构应力分布，只能通过改变结构的几何形

状，使应力分布发生变化，在小变形前提下，求解过

程如不考虑结构几何尺寸发生的变化，则塑性变形

不会使结构应力分布形式发生变化。

２　弹塑性变形过程中弹性变形大小与分布

金属结构受静载作用发生变形，变形过程是一

热力学过程［７］。

由热力学第一定律，结构单位体积中变形能增

加δＵ等于外界给定的热能 δＱ与外力对它所做功
δＡ之和，即：

δＵ＝δＱ＋δＡ （１）
　　对常温静载弹塑性变形过程，不考虑热能对变
形能的影响。外力在塑性变形上做功，在材料内主

要通过位错滑移而转化成热量耗散掉，并不储存为

变形能。外力在弹性变形上做的功转换成结构中的

变形能，变形能只储存在弹性变形中。因此弹塑性

变形下，功能原理依然成立，即结构中的变形能等于

外力在弹性变形上做的功，考虑金属弹性变形为线

性，即：

∫ｖ１２ｆｉｕｉｄｖ＋∫ｓ１２ｐｉｕｉｄｓ＝∫ｖ１２σｉｊεｉｊｄｖ （２）

式（２）中，外力、应力、位移、应变均为加载至某点时
各量的值。

将式（２）功能原理推广为虚位移原理、虚应力
原理，即：

∫ｖｆｉδｕｉｄｖ＋∫ｓｐｉδｕｉｄｓ＝∫ｖσｉｊδεｉｊｄｖ （３）

∫ｖｕｉδｆｉｄｖ＋∫ｓｕｉδｐｉｄｓ＝∫ｖεｉｊδσｉｊｄｖ （４）

　　式（３）为虚位移原理，由其可推导出平衡方程。
式（４）为虚应力原理，由其可推导出几何方程。

式（２）、（３）、（４）以及由其推导的平衡方程与
几何方程，均为弹性变形过程热力学第一定律具体

应用。即用变形能场叙述构件弹性变形时，变形能

大小应满足功能原理；用应力场叙述弹性变形时，应

力大小应满足平衡方程；用应变场叙述弹性变形时，

应变大小应满足几何方程。

当结构变形从一个平衡状态经缓慢加载到达一

个新的平衡状态时，由热力学第二定律可知加载过

程应满足Ｃｌａｕｓｉｕｓ不等式：
δＵ－θδＳ－δＡ≥０ （５）

　　把变形能看作应变 εｉｊ和熵的函数，将 δＵ按
Ｔａｌｏｒ级数展开，式（５）可写为：
Ｕ
Ｓ
－( )θδＳ＋ Ｕ

εｉｊ
－σ( )ｉｊδεｉｊ＋δ２Ｕ＋．．．≥０

（６）
　　王敏中对式（５）、（６）进行推导分析［８］，得出变

形能在稳定平衡状态取极小值。文献［９］也做了相
关分析认为，满足热力学第一定律的弹性变形分布

中，变形能取最小值的分布满足热力学第二定律，这

是弹性变形分布规律的重要性质。

对于某热力学过程，热力学第一定律是其过程

要满足的必要条件，热力学第二定律是其过程要满

足的充分条件［７］。

金属材料常温、静载弹塑性变形过程也是一热

力学过程，由热力学第一定律给出的弹性变形的功

能原理、平衡方程、几何方程等，用于叙述构件中弹

性变形内部量与外部作用量大小的关系，可统称平

衡条件，是弹性变形的必要条件。由热力学第二定

律给出弹性变形遵守的变形能取最小值，它叙述构

件中弹性变形的分布规律，可称稳定条件，是弹性变

形的充分条件。

３　加载过程结构弹性变形及应力场分布

让热能从低温物体自动流向高温物体，并不违

反热力学第一定律，但违反热力学第二定律，所以该

现象在实际中并不会存在。

对于受力结构，满足平衡条件的弹性变形分布

形式有许多种，但只有满足稳定条件的分布形式才

在实际中真实存在。

例如拉伸杆弹性变形稳定分布形式：对同一单

向拉伸杆若给出图４（ａ）、（ｂ）、（ｃ）所示三种应力分
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布，其中σ＝Ｐ／Ｓ。

图４　单向拉伸三种应力分布图
Ｆｉｇ．４　Ｔｈｒｅｅｋｉｎｄｓｏｆｓｔｒｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎｔｅｎｓｉｏｎ

　

　　假定杆的端部边界上受力形式为图 ４（ａ）、
（ｂ）、（ｃ）三种，将应力解带入平衡方程和相应的边
界条件，三种弹性变形分布形式平衡条件均得到满

足。分析哪种变形满足稳定条件，并计算其变形能

值，可得：

Ｕａ＝
σ２Ｓ
２Ｅ

Ｕｂ ＝
２σ２Ｓ
３Ｅ

Ｕｃ＝
２２σ２Ｓ
３π２Ｅ

＝０．７４σ
２Ｓ













Ｅ

（７）

　　图４（ａ）弹性变形的变形能为最小值，它也是被
试验证实的单拉杆应力场实际分布形式。除此外任

何其它的应力分布形式其变形能都大于 Ｕａ
［１１］，变

形将处在不稳定平衡状态，实际中不会存在。

弹塑性加载下结构中弹性变形大小与分布，在

考虑了塑性变形的结构几何形状上，其中弹性变形

与对应的变形能，遵守热力学第一、第二定律。变形

能大小等于外力在弹性变形上做功，从而满足平衡

条件；变形能分布为可能分布中的极小值，从而满足

稳定条件。

现有的弹塑性理论在求解时，使用平衡条件与

屈服条件算出塑性区弹性变形大小与分布，这种理

论解，其变形能大小上满足热力学第一定律，分布上

不满足热力学第二定律，变形能场处在非稳定平衡

状态，实际中也不会存在。

举例：三杆面积、材料均相同的结构如图 ５所
示，加载到弹塑性变形阶段后进行卸载。

塑性力学计算中使用屈服条件给出杆２应力
值，计算出应力场分布，使得卸载后三杆中存在残余

弹性变形与残余应力，分别为：

σ( )
１ Ｃ ＝ σ( )

３ Ｃ ＝ １－槡２( )２ σＳ （８）

σ( )
２ Ｃ ＝ １－槡( )２σＳ （９）

　　即卸载后杆２受压，杆１与杆３受拉。设想给
结构一扰动，让杆２发生微弯。三杆就会处在杆２
不受压、杆１与杆３也不受拉的状态。扰动解除后，
结构不会回到以前的受拉、受压状态。理论计算的

结果是结构处在不稳定平衡状态，在实际中并

不存在。

图５　三杆铰接超静定桁架
Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｉｎｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅｔｒｕｓｓｏｆｔｈｒｅｅｈｉｎｇｅｂａｒｓ

　

大量试验现象表明，结构加载过程中发生塑性

变形的区域，卸载后常常发生翘曲现象，现有理论并

不能合理解释，说明非稳定平衡在实际中不会存在。

４　讨　论

１）由熵增原理，金属材料加载时的变形过程，
是满足平衡条件的弹性变形均匀化过程，熵极大时，

变形处于稳定平衡状态，变形能取最小值。卸载过

程，材料变形向自身平衡与原子间距均匀发展，载荷

卸掉后，熵极大时，材料中原子势能最小，变形能为

零，材料处于稳定平衡状态。

２）叙述构件的弹性变形，常用变形能场、应力
场、应变场等物理量。对应这些物理场，由热力学第

一定律会推导出功能原理、平衡方程、几何方程。由

热力学第二定理也可能会推导出变形能场有极小值

原理和内力协调方程、变形协调方程。两类条件合

理地使用，即可确定弹性变形场的大小与分布。

３）对金属材料剪应力达一定值时，使晶粒内位
错滑移产生塑性变形，同时使材料硬化。剪应力继

续增大，才能引起后续位错滑移与新塑性变形。对

某金属晶粒，并不存在剪应力达τｓ后不增大而内部
位错不断滑移的现象。在细观塑性力学研究中，考

虑到位错滑移使材料硬化，晶胞畸变使强度增加，有

了位错应力场、晶格内应力的说法，其本质反映的是

晶胞面上、粒子间结合力的改变。而弹性应力场是

外力作用下，在材料内引起的附加内力。使用热处

理方法，可以较大地改变晶胞、粒子间的结合力，改

变材料韧性。但金属材料应力场大小与分布只由外

力与构件几何形状决定，不受材料韧性不同的影响。

因此塑性变形只能通过改变构件几何形状而间接影

响应力场分布形式的改变，这在构件发生几何大变

形时与塑性变形区域较大时应该考虑。
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５　结　论

加载过程，金属材料弹、塑性变形中的弹性变

形，其大小遵循热力学第一定律，分布规律遵循热力

学第二定律，前者为构件稳定平衡的平衡条件，后者

为其稳定条件。

卸载过程，在弹塑性阶段卸掉的弹性变形就是

构件中实际存在的弹性变形，卸载时的载荷变形曲
线，反映了构件中弹性变形与载荷间的对应关系。

卸载后，当构件处于不受力的稳定平衡状态时，

材料中没有弹性变形能存在，也没有残余应力。
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