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有界噪声作用下 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统脉冲控制
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摘要：考察了用周期脉冲信号实现有界噪声作用下 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统混沌控制的可行性。通过随机
Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法，得到周期脉冲信号和有界噪声作用下受迫 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统出现混沌的解析条件，从而
得到均方意义下实现混沌控制的参数阈值。数值模拟结果验证了理论结果的正确性。
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　　脉冲是现实生产生活及科学研究中的常见现
象，经常被用作控制的手段［１４］。脉冲控制是指在

系统的运动过程中，在某些时间点给予系统以外部

信号，使系统的运动状态发生突然改变，以期达到理

想的运动状态。脉冲控制特别适用于经不起长期控

制信号作用，或者控制信号昂贵的控制问题。脉冲

控制以其实现控制目的的速度快、经济实惠以及较

好的鲁棒性，受到了广大控制学者的青睐［５］。其

中，文献［２］研究了不同类型脉冲信号对确定性混
沌系统的控制与同步，而对于噪声作用下脉冲系统

的研究相对较少。文献［６］～［１２］研究了白噪声作
用下脉冲系统的各种稳定性，建立了随机脉冲系统

稳定性判定定理，并在一些典型随机混沌系统的脉

冲控制与脉冲同步中加以应用。

非线性研究的一个重要方面是系统的动力学行

为研究，如分岔、混沌等。对于脉冲系统来说，外部

的脉冲信号作用，导致系统的运动状态发生突变，导

致已有的连续系统的研究方法对脉冲系统不再适

用，致使研究工具缺乏，使得这方面的研究成果非常

少见。在研究混沌的解析方法中，非光滑系统的

Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法和最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的研究更是脉
冲系统研究的拦路虎。其中，基于 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法对
有界噪声和白噪声作用下 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统族的脉冲控
制方法的研究，目前还是空白，是值得进一步研究的

问题。

本文尝试采用 Ｆｏｕｒｉｅｒ级数来逼近脉冲所导致
的分光滑项，从而用一个连续性的光滑系统来逼近

脉冲系统，进而用光滑系统的随机 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法来
研究有界噪声作用下Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的脉冲控制问题。

１　用周期脉冲信号实现有界噪声作用下的
Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的混沌控制

　　有界噪声与周期脉冲信号作用下的 Ｄｕｆｆｉｎｇ系
统可表示为：
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ｘ＝ｙ
ｙ＝ｂｘ－ｃｘ３＋εｄｃｏｓω１( )ｔ＋ｅξ( )ｔ[ ]{ －ａｙ

（１）
其中 ａ、ｂ、ｃ、ｄ、ｅ、ω１都是非负参数，０＜ε １，
ξ( )ｔ为有界噪声，即：

ξ( )ｔ＝ｃｏｓω２ｔ＋( )φ
φ＝σＢ( )ｔ＋Γ

式中，ω２为中心频率，Ｂ( )ｔ为标准Ｗｉｅｎｅｒ过程，Γ
为 ０，２[ ]π 上服从均匀分布的随机变量。有界噪声
均值为０，协方差函数为：

ｃ( )τ＝
ｅ２
２ｅｘｐ－

σ２τ( )２ ｃｏｓω２( )τ

方差为：

ｃ( )０ ＝
ｅ２
２

双边谱密度函数为：

Ｓξ( )ω ＝

ｅ２
２π

σ２

４ ω－ω( )
２
２＋σ４

＋ σ２

４ ω＋ω( )
２
２＋σ[ ]４ （２）

有界噪声是广义平稳随机过程，对ω２和σ适当
取值，ξ( )ｔ可以具有大气湍流的 Ｄｒｙｄｏｎ谱和 Ｖａｎ
Ｋａｒｍｏｎ谱，能够用来模拟风中的湍流和地震的地面
运动。并且噪声的带宽主要由σ决定，当σ→０时，
它是个窄带过程；而当σ→ !

时，ξ( )ｔ趋于白噪声，
有界噪声是一个理想的随机激励模型。在ａ＝２．５，
ｂ＝ｃ＝１．０，ｄ＝３．５，ｅ＝０．０１，ω１＝１．０，ε＝０．１，
σ＝０．８时，系统（１）为混沌状态，此时的相图和
Ｐｏｉｎｃａｒé截面图如图１所示。

图１　系统（１）在混沌状态下的相图和Ｐｏｉｎｃａｒé截面图
Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍａｎｄＰｏｉｎｃａｒéｓｅｃｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（１）ｕｎｄｅｒｃｈａｏｓｓｔａｔｅ

　

　　为了控制系统（１）的混沌状态，笔者尝试用如
下的周期脉冲信号来控制：

Ｆ( )ｔ＝∑
!

ｎ＝１
ｈ( )ｔ－ｎＴ （３）

ｈ( )ｔ＝
ｋ 　　 －Δ＋π２≤ｔ＜Δ＋

π
２

０ 　　
{

其它

（４）

式中０＜Δ１。
Ｆ( )ｔ的Ｆｏｕｒｉｅｒ级数为：

Ｆ( )ｔ≈
ｋΔ
π
＋∑

!

ｎ＝１

２ｋ
ｎπ
ｓｉｎｎ( )Δｃｏｓｎｔ－π( )[ ]２

（５）
施加上述脉冲信号（３）后，有界噪声作用下

Ｄｕｆｆｉｎｇ系统可表示为：
ｘ＝ｙ
ｙ＝ｂｘ－ｃｘ３＋ε ｄ＋Ｆ( )( )ｔ ｃｏｓω１( )ｔ＋ｅξ( )ｔ[ ]{ －ａｙ

（６）
在系统（６）中，当ε＝０时，可得其三个不动点：

中心 ｂ
槡ｃ

，( )０ 和 － ｂ
槡ｃ

，( )０ 及鞍点 ０，( )０ ，经过

鞍点的同宿轨道为：

ｘ０( )ｔ，ｙ０( )( )ｔ (＝ ± ２ｂ
槡ｃ

ｓｅｃｈ
槡

( )ｂｔ，

ｂ ２
槡ｃ

ｓｅｃｈ
槡

( )ｂｔｔａｎｈ槡( ) )ｂｔ （７）

２　混沌控制解析结果

定理　对于脉冲信号（３）作用下的系统（６），当
ｋ＞ｋ时，会出现混沌，而在ｋ＜ｋ时，不会出现混
沌，从而能在均方意义下用周期脉冲信号（３）实现
系统（６）的混沌控制。其中：

ｋ ＝
３ｃσ２ｚ－４ 槡ａｂｂ

３ｄ＋Δ( )π πω１ ２槡ｃｓｅｃｈ
πω１
２槡

( )ｂ＋３ ２槡ｃΨ

证明　由文献［１３］、［１４］知系统（６）的 Ｍｅｌｎｉｋ
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ｏｖ函数为：

Ｍ ｔ１，ｔ( )
２ ＝－

２ａｂ２
ｃ∫

＋
!

－
!

ｓｅｃｈ２
槡

( )ｂｔｔａｎｈ
２
槡

( )ｂｔｄｔ－

ｂ ２
槡ｃ∫

＋
!

－
!

ｓｅｃｈ（槡ｂｔ）ｔａｎｈ（槡ｂｔ）（ｄ＋ＦＮ（ｔ１－

ｔ））ｃｏｓ（ω１（ｔ１－ｔ））ｄｔ－

ｂ ２
槡ｃ∫

＋
!

－
!

ｓｅｃｈ
槡

( )ｂｔｔａｎｈ槡( )ｂｔζｔ２－ｔｄｔ＝

Ｐ１＋Ｐ２＋Ｚｔ２
式中的Ｐ１、Ｐ２、Ｚｔ２详述如下。

Ｐ１ ＝－
４ 槡ａｂｂ
３ｃ

Ｐ２ ＝－ ｄ＋
ｋΔ( )π ｂｃｏｓω１ｔ( )

１
２
槡ｃ

×

∫
＋
!

－
!

ｓｅｃｈ
槡

( )ｂｔｔａｎｈ槡( )ｂｔｃｏｓω１( )ｔｄｔ－

ｄ＋ｋΔ( )π ｂｓｉｎω１ｔ( )
１ ×

２
槡ｃ∫

＋
!

－
!

ｓｅｃｈ
槡

( )ｂｔｔａｎｈ槡( )ｂｔｓｉｎω１( )ｔｄｔ－

ｂ ２
槡ｃ∑

!

ｎ＝１

２ｋ
ｎπ
ｓｉｎｎ( )Δｃｏｓｎｔ１－

ｎπ( )２ ｃｏｓω１ｔ( )
１ ×

∫
＋
!

－
!

ｓｅｃｈ
槡

( )ｂｔｔａｎｈ槡( )ｂｔｃｏｓ( )ｎｔｃｏｓω１( )ｔｄｔ－

ｂ ２
槡ｃ∑

!

ｎ＝１

２ｋ
ｎπ
ｓｉｎｎ( )Δｃｏｓｎｔ１－

ｎπ( )２ ｓｉｎω１ｔ( )
１ ×

∫
＋
!

－
!

ｓｅｃｈ
槡

( )ｂｔｔａｎｈ槡( )ｂｔｃｏｓ( )ｎｔｓｉｎω１( )ｔｄｔ－

ｂ ２
槡ｃ∑

!

ｎ＝１

２ｋ
ｎπ
ｓｉｎｎ( )Δｓｉｎｎｔ１－

ｎπ( )２ ｓｉｎω１ｔ( )
１ ×

∫
＋
!

－
!

ｓｅｃｈ
槡

( )ｂｔｔａｎｈ槡( )ｂｔｓｉｎ( )ｎｔｓｉｎω１( )ｔｄｔ－

ｂ ２
槡ｃ∑

!

ｎ＝１

２ｋ
ｎπ
ｓｉｎｎ( )Δｓｉｎｎｔ１－

ｎπ( )２ ｃｏｓω１ｔ( )
１ ×

∫
＋
!

－
!

ｓｅｃｈ
槡

( )ｂｔｔａｎｈ槡( )ｂｔｓｉｎ( )ｎｔｃｏｓω１( )ｔｄｔ＝

Ｂ１＋Ｂ２＋Ｂ３＋Ｂ４＋Ｂ５＋Ｂ６ （８）
其中的Ｂ１、Ｂ３、Ｂ５被积函数均是奇函数，积分区

间均关于原点对称，积分值为０。Ｂ２、Ｂ４、Ｂ６的积分
可以用留数方法算出如下结果。

∫
＋
!

－
!

ｓｅｃｈ
槡

( )ｂｔｔａｎｈ槡( )ｂｔｓｉｎω１( )ｔｄｔ＝

πω１
ｂｓｅｃｈ

πω１
２槡

( )ｂ （９）

故：

Ｐ２ ＝－ ｄ＋
ｋΔ( )π ｓｉｎω１ｔ( )

１ πω１
２
槡ｃ

ｓｅｃｈπω１
２槡

( )ｂ－

１
２槡ｃ
∑
!

ｎ＝１

２ｋ
ｎｓｉｎｎ

( )Δｓｉｎｎｔ１－
ｎπ
２ ＋ω１ｔ( )１ ｎ＋ω( )

１ ×

ｓｅｃｈ
πｎ＋ω( )

１

２槡
( )ｂ

－ １
２槡ｃ
∑
!

ｎ＝１

２ｋ
ｎｓｉｎｎ

( )Δ×

ｓｉｎ ｎｔ１－
ｎπ
２ －ω１ｔ( )１ ｎ－ω( )

１ ｓｅｃｈ
πｎ－ω( )

１

２槡
( )ｂ

对于Ｚｔ２，利用传递函数可得：

Ｈ( )ω ＝∫
＋
!

－
!

－ｅｂ ２
槡( )ｃｓｅｃｈ槡( )ｂｔｔａｎｈ槡( )ｂｔ×

ｅｘｐ－ｉω{ }ｔｄｔ＝

－ｅｂ ２
槡ｃ∫

＋
!

－
!

ｓｅｃｈ
槡

( )ｂｔｔａｎｈ槡( )ｂｔｃｏｓω( )ｔｄｔ＋

ｉｅｂ ２
槡ｃ∫

＋
!

－
!

ｓｅｃｈ
槡

( )ｂｔｔａｎｈ槡( )ｂｔｓｉｎω( )ｔｄｔ

该积分的第一项被积函数为奇函数，积分区间

关于原点对称，积分值为０。第二项可以用留数方
法算出，故：

Ｈ( )ω ＝ｉπｅω
２
槡ｃ

ｓｅｃｈ πω
２槡

( )ｂ
Ｚｔ２为一个广义平稳随机过程，均值为 ０，方

差为：

σ２Ｚ ＝∫
＋
!

－
!

Ｈ( )ω
２

Ｓζ( )ωｄω＝

πｅ２σ２
ｃ∫

＋
!

－
!

ω２ｓｅｃｈ２ πω
２槡

( ) [ｂ １
４ ω－ω( )

２
２＋σ４

＋

１
４ ω＋ω( )

２
２＋σ ]４ ｄω （１０）

式中的积分可由数值方法得到任意精度的积分值。

故在均方意义下系统出现混沌的解析条件为：

〈Ｐ１〉
２＋〈Ｐ２〉

２ ＝σ２Ｚ （１１）
即：

４ 槡ａｂｂ
３ｃ ＋ ｄ＋ｋΔ( )π ｓｉｎω１ｔ( )

１ πω１
２
槡ｃ

ｓｅｃｈπω１
２槡

( )ｂ＋
１
２槡ｃ
∑
!

ｎ＝１

２ｋ
ｎｓｉｎｎ

( )Δｓｉｎｎｔ１－
ｎπ
２ ＋ω１ｔ( )１ ×

（ｎ＋ω１）ｓｅｃｈ
πｎ＋ω( )

１

２槡
( )ｂ

＋ １
２槡ｃ
∑
!

ｎ＝１

２ｋ
ｎｓｉｎ（ｎΔ）×

ｓｉｎｎｔ１－
ｎπ
２ －ω１ｔ( )１ （ｎ－ω１）ｓｅｃｈπｎ－ω( )

１

２槡
( )ｂ

＝

πｅ２σ２
ｃ∫

＋
!

－
!

ω２ｓｅｃｈ２ πω
２槡

( ) [ｂ １
４ ω－ω( )

２
２＋σ４

＋

１
４ ω＋ω( )

２
２＋σ ]４ ｄω （１２）

５３２　吴宏锷，等：有界噪声作用下Ｄｕｆｆｉｎｇ系统脉冲控制　



记：

ｋ ＝
３ｃσ２ｚ－４ 槡ａｂｂ

３ｄ＋Δ( )π πω１ ２槡ｃｓｅｃｈ
πω１
２槡

( )ｂ＋３ ２槡ｃΨ

（１３）
式中：

　Ψ ＝∑
!

ｎ＝１

１[ｎ ｎ＋ω( )
１ ｓｅｃｈ

πｎ＋ω( )
１

２槡
( )ｂ

＋

ｎ－ω( )
１ ｓｅｃｈ

πｎ－ω( )
１

２槡
( ) ]ｂ

（１４）

其中，可根据精度要求，在（１４）中选取有限项的和。
由ＳｍａｌｅＢｉｒｋｈｏｆｆ定理知，当 ｋ＞ｋ 时，Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函
数Ｍ ｔ１，ｔ( )

２ 会出现简单零点，对于充分小的 ε，系
统的稳定流行与不稳定流行横截相交，系统可能会

出现Ｓｍａｌｅ马蹄意义下的混沌。适当选取控制强度
ｋ，使得ｋ＜ｋ ，Ｍ ｔ１，ｔ( )

２ 不会出现零点，有界噪声

作用下的Ｄｕｆｆｉｎｇ系统不会出现稳定流行与不稳定
流形横截相交的情况，不会出现混沌，从而能用周期

脉冲信号实现有界噪声作用下 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的混沌
控制。

３　数值模拟

为验证上述解析结果的正确性，选取如下的参

数：ａ＝２．５，ｂ＝ｃ＝１．０，ｄ＝３．５，ｅ＝０．０１，
ω１ ＝１．０，ω２＝２．０，ω３＝２．５，ε＝０．１，σ＝０．８，
Δ＝０．４２５，对于式（１４），取前 １０项的和，代入式
（１３），可得ｋ＝－０．４９８，由前面分析可知，当ｋ＜ｋ

时，系统不会出现混沌，从而可用周期脉冲信号（３）实
现对系统（１）的混沌控制。取ｋ＝－１．５５＜ｋ ，画出
在此条件下系统（６）的相图和 Ｐｏｉｎｃａｒé截面图，如
图２所示，此时系统由混沌运动状态控制为周期
运动。

图２　ｋ＝－１．５５时系统（６）的相图和Ｐｏｉｎｃａｒé截面图
Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍａｎｄＰｏｉｎｃａｒéｓｅｃｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（６）ｗｈｅｎｋ＝－１．５５

　

４　结　语

本文尝试了用周期脉冲信号实现有界噪声作用

下Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的混沌控制。对于周期脉冲信号，采
用 Ｆｏｕｒｉｅｒ级数逼近周期脉冲信号，并通过随机
Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法得到能够实现混沌控制的参数阈值，
最后用数值模拟方法验证了理论结果。

本文考虑的是周期脉冲信号控制有界噪声作用

下Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的混沌，同样的，可以考虑白噪声作
用下的情况。
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