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矩形明渠自由水跃区紊流边界层的发展
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摘要：通过分析前人对溢流面边界层和矩形明渠自由水跃区流速分布的研究成果，提出水跃区紊

流边界层发展的计算方法。根据Ｒａｊａｒａｔｎａｍ对附壁射流、水跃区最大流速分布和壁面切应力公式
的试验成果，采用紊流边界层的动量积分方程，根据流速分布的对数律，研究了水跃区紊流边界层

的发展。得出了水跃区紊流边界层发展的计算公式，通过与Ｒａｊａｒａｔｎａｍ的实测结果对比，验证了公
式的正确性。首次提出了自由水跃区紊流边界层发展的理论计算方法，用该方法可以计算水跃区

的壁面切应力和沿程阻力系数。
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１　问题的提出

１９０４年普朗特创立了边界层理论，该理论把流
体的流动分为两个区域，一个是远离壁面的势流区，

另一个是壁面附近的边界层区域。自从边界层理论

创立以来，流体力学的研究进入了一个新的阶段。

在二十世纪初到９０年代，国内外对明渠水流边
界层进行了大量的研究。１９５４年Ｂａｕｅｒ［１］通过试验

研究了陡坡上紊流边界层的发展，１９６２年和 １９６５
年，陈椿庭［２］和林秉南［３］分别用动量积分方程和原

型与模型试验资料提出了溢流坝面边界层厚度的计

算公式。二十世纪８０年代，我国对明渠紊流边界层
进行了大量的研究，１９８２年刘宣烈研究了溢流面边
界层及其应用［４］，１９８３年，董曾南研究了光滑平板
边界层特性［５］，１９８１年，陈树林对泄水建筑物溢流
反弧段的紊流边界层进行了试验研究［６］，１９８４年，
陶晓峰对光滑溢流坝面水流边界层特性进行了试验
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研究［７］，同年，翁情达给出了溢流坝面紊流边界层

发展的计算公式［８］，１９８５年李建中发表了泄水建筑
物紊流边界层的探讨［９］，１９８８年郑克强、吴持恭提
出了陡槽紊流边界层的计算方法［１０］，１９９１年，笔者
提出了陡坡边界层的分析与计算方法［１１］，１９９１年
牛争明、李建中发表了溢流坝反弧段动量积分方程

的数值解及有关水力特性的试验研究［１２］。以上研

究主要是针对平板、陡坡和带有曲率半径的溢流面，

而未涉及到水跃区的边界层问题。

水跃区边界层研究的目的主要是确定水跃区的

壁面阻力，为消力池的长度，深度或坎高的计算提供

依据。但由于水跃区水流紊动的复杂性，一百多年

来对其水力特性的研究主要是从宏观方面进行的，

即通过动量方程求水跃的共轭水深，通过模型试验

研究水跃长度。近年来张志昌等对消力池深度、坎

高［１３１４］的计算方法进行了简化，其研究成果仍局限

于宏观方面。从紊流边界层出发进行的水跃研究国

外有少量成果，国内尚未看到这方面的报道。

Ｒａｊａｒａｔｎａｍ１９６７年对水跃区的流速分布和切应
力分布进行了试验研究。Ｒａｊａｒａｔｎａｍ［１５１６］认为水跃
是一种附壁射流，并认为提出这样一个新概念对于

水跃的研究具有极其重要的意义。所谓附壁射流是

指一侧贴附于固体边壁之上，而另一侧在无限流体

空间中自由扩散的射流。

当平面附壁射流沿光滑边界进入半无限相同的

静止流体内时，附壁射流的流速分布如图 １所示。
图１中，Ｕｍ是边界层厚度为 δ处的最大流速，最大
流速之半Ｕｍ／２距边界的距离为 ｈ′，距边界 ｈ″处的
流速为零，该处即为附壁射流与周围流体混合的上

边界限。Ｒａｊａｒａｔｎａｍ通过试验得出了以下无量纲关
系，为：

图１　附壁射流流速分布
Ｆｉｇ．１　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆａｄｈｅｓｉｖｅｗａｌｌｊｅｔｆｌｏｗ

　

δ＝０．１６ｈ′＝０．１６（０．５＋０．０６５ｘ／ｈ１）ｈ１ （１）
ｈ″／ｈ１ ＝２．２５（０．５＋０．０６５ｘ／ｈ１） （２）
Ｕｍ／ｖ１ ＝３．４５（ｘ／ｈ１）

－０．５ （３）
式中，ｘ为从射流出口算起的下游距离；ｖ１为射流出

口平均流速；ｈ１为射流出口的水深；边界层厚度近
似为δ≈０．１６ｈ′。

ＧｌａｕｅｒｔＭＢ认为在水跃区的流速分布中对于
紊流贴壁射流可分内外两层计算。在壁面附近，即内

层，流动与平板边界层相仿，流速分布可以用指数律

来表示。文献［１７］分析了Ｒａｊａｒａｔｎａｍ的实验资料后
认为，水跃区的流速分布在近壁区具有边界层的特

性，而在远离壁面的外部区域流速分布具有射流的

特征，在边界层内流速分布符合对数律或壁面律。

１９５８年，ＳｉｇａｌｌａＡ通过试验得到了水跃区的壁
面切应力，文献［１８］引用该成果为：

τ０／ρ＝０．０２８２５（Ｕｍδ／ν）
－１／４Ｕ２ｍ （４）

或：τ０／ρ＝ｃｆｖ
２
１／２ （５）

公式（４）适用的范围为弗劳德数Ｆｒ１＝３．９－９．７８。
式中，ｃｆ为阻力系数，据Ｒａｊａｒａｔｎａｍ的研究ｃｆ在跃首
为０．００３７，至跃尾减至０．０００１。

Ｒａｊａｒａｔｎａｍ和ＳｉｇａｌｌａＡ对水跃区流速分布和切
应力的研究成果，对水跃区紊流边界层的研究具有

重要意义。根据该研究在水跃区水流可以分为内区

和外区两种状态。在内区水流流动依然符合紊流边

界层理论；在外区，水流流动符合附壁射流理论。现

根据边界层理论研究平底自由水跃区紊流边界层的

发展。

２　平底自由水跃区紊流边界层的发展

紊流边界层的动量积分方程为［１９］：

ｄδ２
ｄｘ＋（２＋Ｈ）

δ２
Ｕｍ
ｄＵｍ
ｄｘ＝

τ０
ρＵ２ｍ

（６）

式中，Ｈ为形状系数，Ｈ＝δ１／δ２；δ１为边界层的位移
厚度；δ２为边界层的动量损失厚度；Ｕｍ为边界层的
外部最大流速；τ０为壁面切应力；ρ为水流的密度；ｘ
为沿水流方向的距离。

根据ＳｃｈｌｉｃｈｔｉｎｇＨ的研究［１９］，平板上的阻力公

式为：

τ０
ρＵ２ｍ
＝ξ（

Ｕｍδ２
ν
）
－１／４

（７）

式中，ξ为常数；ν为粘滞系数。
将式（７）代入式（６）可化为：
ｄδ２
ｄｘ＋（２＋Ｈ）

δ２
Ｕｍ
ｄＵｍ
ｄｘ ＝ξ（

Ｕｍδ２
ν
）
－１／４

（８）

式中，形状系数Ｈ的变化很小，一般在１．２～１．３范
围内，可以假定为一常数［２０］。对（８）式变形为：

δ１／４２
ｄδ２
ｄｘ＋（２＋Ｈ）

δ５／４２
Ｕｍ
ｄＵｍ
ｄｘ ＝ξ（

Ｕｍ
ν
）
－１／４

（９）

对于无限平板绕流，Ｕｍ为一常数，ｄＵｍ／ｄｘ＝０。
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但对于水跃区，Ｕｍ不为常数，而是随着距离跃首位
置的增加而减小。令式（９）的等式右边为零，求
解得：

δ２ ＝ＣＵ
－（２＋Ｈ）
ｍ （１０）

将式（１０）对ｘ求导，得：
ｄδ２／ｄｘ＝Ｕ

－（２＋Ｈ）
ｍ ｄＣ／ｄｘ－Ｃ·（２＋Ｈ）Ｕ－（３＋Ｈ）ｍ ｄＵｍ／ｄｘ

（１１）
将式（１１）代入式（９）化简得：
Ｃ１／４Ｕ－（９＋５Ｈ）／４ｍ ｄＣ／ｄｘ＝ξν１／４ （１２）
为了对上式进行积分，采用文献［１６］的试验成

果，将式（３）代入式（１２）积分得：

Ｃ＝｛５４［８ξν
１／４（３．４５ｖ１ ｈ槡 １）

（９＋５Ｈ）／４ｘ（－１－５Ｈ）／８
－１－５Ｈ］｝

４／５

（１３）
将式（３）、（１３）代入式（１０）化简，得动量损失

厚度的计算公式为：

δ２ ＝（
１０ξν１／４
－１－５Ｈ）

４／５

·
ｘ０．９

（３．４５ｖ１ ｈ槡 １）
０．２ （１４）

壁面切应力可以表示为式（７），令式（７）和式
（４）相等，得：

ξ＝０．０２８２５（δ２／δ）
１／４ （１５）

式中，δ为边界层厚度。
根据文献［１７］的研究，在紊流边界层中，流速

分布符合对数律，即：

ｕ／ｖ ＝２．５ｌｎ（ｖｙ／ν）＋５．５６＝２．５ｌｎ（Ｂｖｙ／ν）

（１６）
当ｕ＝Ｕｍ时，ｙ＝δ代入上式得：
Ｕｍ／ｖ ＝２．５ｌｎ（Ｂｖδ／ν） （１７）

式中，Ｂ＝８．９２６。由文献［２０］可知，用流速分布的
对数律，边界层位移厚度δ１和动量损失厚度δ２与边
界层厚度δ之间的关系为：

δ１ ＝δ／ｌｎ（Ｂｖδ／ν） （１８）

δ２ ＝
δ

［ｌｎ（Ｂｖδ／ν）］
２（ｌｎ（Ｂｖδ／ν）－２） （１９）

Ｈ＝
δ１
δ２
＝

ｌｎ（Ｂｖδ／ν）
（ｌｎ（Ｂｖδ／ν）－２）

（２０）

将以上公式（１８）、（１９）、（２０）代入式（１４）得：

δ＝ ０．２８２５ν１／４［ｌｎ（Ｂνδ／ν）］
２

－２［３ｌｎ（Ｂνδ／ν）－１
[ ]

］{ }４ １／５ ｘ０．９

（３．４５ｖ１ ｈ槡１）
０．２＝

０．１４１２５ν１／４［ｌｎ（Ｂνδ／ν）］
２

［３ｌｎ（Ｂνδ／ν）－１
[ ]{ }］

４／５ ｘ０．９

（３．４５ｖ１ ｈ槡１）
０．２

（２１）
式中，ｖ 为摩阻流速，可以计算为：

ｖ２ ＝ξＵ
２
ｍ（Ｕｍδ２／ν）

－１／４ ＝
０．０２８２５（δ２／δ）

１／４Ｕ２ｍ（Ｕｍδ２／ν）
－１／４ ＝

０．０２８２５Ｕ２ｍ（Ｕｍδ／ν）
－１／４ （２２）

将式（２２）代入式（２１）得：

δ＝ ０．１４１２５ν１／４｛ｌｎ［０．１６８１Ｂ（Ｕｍδ／ν）
７／８］｝２

３ｌｎ［０．１６８１Ｂ（Ｕｍδ／ν）
７／８］－{ }１

４／５

ｘ０．９

（３．４５ｖ１ ｈ槡 １）
０．２ （２３）

公式（２３）即为水跃区紊流边界层发展的计算
公式。

将Ｂ＝８．９２６、ν＝１．１４×１０－６ｍ２／ｓ（常温为
１５°）代入上式，简化得：

δ＝ ０．００４６１５×｛ｌｎ［２３７９２１．０４（Ｕｍδ）
７／８］｝２

３ｌｎ［２３７９２１．０４（Ｕｍδ）
７／８］－{ }１

４／５

ｘ０．９

（３．４５ｖ１ ｈ槡 １）
０．２ （２４）

因为ｖ１＝ ｇｈ槡 １Ｆｒ１，公式（２４）中的ｖ１ ｈ槡 １可以

写成槡ｇｈ１Ｆｒ１，Ｆｒ１为跃前断面的弗劳德数。公式（２４）
即为平底矩形断面自由水跃区紊流边界层厚度的计

算公式。将公式（２４）和公式（３）代入公式（４）和公
式（５），即可得到水跃区的壁面切应力和壁面阻力
系数。但由于公式（４）的适用范围为 Ｆｒ１ ＝３．９－
９．７８，所以公式（２４）的弗劳德数范围限于 ３．９－
９．７８之间。

３　算　例

某溢流坝如图２所示，已知坝高Ｐ＝５０ｍ，坝上
水头Ｈ＝３．２ｍ，坝宽ｂ＝１０ｍ，溢流坝通过的流量
Ｑ＝５００ｍ３／ｓ，护坦始端的急流水深为：

ｈ１ ＝ｑ／ ２ｇ（Ｐ＋Ｈ）（１＋ｃ０Ｐ／Ｈ槡 ）

式中，ｑ为单宽流量；ｃ０为溢流面的粗糙系数的函数，
ｃ０ ＝０．０２。试求由护坦的始端发生水跃所必需的下
游缓流水深，并计算水跃长度。

解：

单宽流量为：

ｑ＝Ｑ／ｂ＝５００／１０＝５０ｍ３／（ｓ·ｍ）

图２　溢流坝剖面图
Ｆｉｇ．２　Ｓｐｉｌｌｗａｙｄａｍｓｅｃｔｉｏｎ
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跃前水深为：

ｈ１ ＝
ｑ

２ｇ（Ｐ＋Ｈ）（１＋ｃ０Ｐ／Ｈ槡 ）
＝

５０
２×９．８（５０＋３．２）（１＋０．０２×５０／３．２槡 ）

＝

１．３５２ｍ

Ｆｒ１＝ｑ／ ｇｈ槡
３
１＝５０／ ９．８×１．３５２槡

３＝１０．１６２
跃后水深为：

ｈ２ ＝ｈ１（ １＋８Ｆｒ槡
２
１－１）／２＝１．３５２×

（ １＋８×１０．１６２槡
２－１）／２＝１８．７７１ｍ

ｖ１ ＝ｑ／ｈ１ ＝５０／１．３５２＝３６．９８２ｍ／ｓ
水跃区的紊流边界层厚度用公式（２４）计算，摩

阻流速和阻力系数由公式（４）、（５）计算，计算结果
如表１所示。可以看出，阻力系数 ｃｆ的计算值在跃

首附近约为 ０．００４，至跃尾处约为 ０．０００１，与文献
［１４］的跃首处约为０．００３７，跃尾处约为０．０００１基
本一致；用公式（２４）计算的边界层厚度与文献［１４］
的公式（１）计算值比较，在跃首附近，边界层厚度差
别较大，分析原因，文献［１６］主要是根据孔流和闸
下出流的试验得到的，与本研究的边界条件不同，其

最大流速分布的经验公式存在一定的局限性，例如

在ｘ＝５ｍ时，最大流速为６６．３４６ｍ／ｓ，比平均流速
大１．８倍显然是不合理的。在距离跃首 ｘ／ｈ１１５
以后，理论计算值与文献［１４］的计算一致，而文献
［２１］的研究发现，当 ｘ／ｈ１１５以后附壁射流已完
全发展，在其后的流动过程中，各个断面的流速分

布是完全相似的，试验结果验证了理论计算的正

确性。

表１　边界层位移厚度δ计算过程
Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆｂｏｕｎｄａｒｙｌａｙｅｒｔｈｉｃｋｎｅｓｓδ

ｘ／ｍ ｖ１／（ｍ／ｓ） ｈ１／ｍ Ｕｍ／（ｍ／ｓ） δ／ｍ
τ０
ρ
／（ｍ／ｓ） ｃｆ 用文献［１６］公式计算的δ／ｍ

５ ３６．９８２ １．３５２ ６６．３４５７１ ０．０７３２１ ２．７３６９９８ ０．００４００２ ０．１６０１６
１０ ３６．９８２ １．３５２ ４６．９１３５ ０．１３８３７４ １．２７２７７８ ０．００１８６１ ０．２１２１６
２０ ３６．９８２ １．３５２ ３３．１７２８５ ０．２６１８７２ ０．５９１６８７ ０．０００８６５ ０．３１６１６
３０ ３６．９８２ １．３５２ ２７．０８５５２ ０．３８０２７４ ０．３７８０１６ ０．０００５５３ ０．４２０１６
４０ ３６．９８２ １．３５２ ２３．４５６７５ ０．４９５４６６ ０．２７５０８１ ０．０００４０２ ０．５２４１６
５０ ３６．９８２ １．３５２ ２０．９８０３６ ０．６０８３３６ ０．２１４９７２ ０．０００３１４ ０．６２８１６
６０ ３６．９８２ １．３５２ １９．１５２３６ ０．７１９３８２ ０．１７５７４９ ０．０００２５７ ０．７３２１６
７０ ３６．９８２ １．３５２ １７．７３１６４ ０．８２８９２８ ０．１４８２２７ ０．０００２１７ ０．８３６１６
８０ ３６．９８２ １．３５２ １６．５８６４３ ０．９３７２１１ ０．１２７８９５ ０．０００１８７ ０．９４０１６
９０ ３６．９８２ １．３５２ １５．６３７８３ １．０４４３９８ ０．１１２２８９ ０．０００１６４ １．０４４１６
１００ ３６．９８２ １．３５２ １４．８３５３５ １．１５０６１８ ０．０９９９５ ０．０００１４６ １．１４８１６
１１０ ３６．９８２ １．３５２ １４．１４４９５ １．２５５９８１ ０．０８９９６ ０．０００１３２ １．２５２１６
１２０ ３６．９８２ １．３５２ １３．５４２７６ １．３６０５６８ ０．０８１７１５ ０．０００１１９ １．３５６１６
１３０ ３６．９８２ １．３５２ １３．０１１４６ １．４６４４３９ ０．０７４７９９ ０．０００１０９ １．４６０１６
１４０ ３６．９８２ １．３５２ １２．５３８１６ １．５６７６７１ ０．０６８９１９ ０．０００１０１ １．５６４１６
１５０ ３６．９８２ １．３５２ １２．１１３０１ １．６７０２９９ ０．０６３８６１ ９．３４Ｅ０５ １．６６８１６

３　结　论

１）在分析溢流面紊流边界层发展和明渠自由
水跃区流速分布的基础上，采用流速分布的对数律

和边界层的动量积分方程，首次提出了明渠自由水

跃区紊流边界层发展的理论计算公式；

２）通过算例验证了公式的正确性，本研究提出
的自由水跃区紊流边界层发展的计算方法对水跃区

壁面切应力和沿程阻力系数的研究有重要意义。
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