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基于重心插值的二维抛物型方程的局部 ＤＱ法
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摘要：针对传统微分求积法的局限性，提出一种基于重心插值的局部微分求积法，并应用于二维微

分方程的求解。在该方法中选择重心插值函数作为基函数以保证方法具有很好的数值稳定性。此

外，局部微分求积法能够克服微分求积法中节点过多出现的弊病。因而，本研究方法除了具有传统

微分求积法计算量少、精度高等优点外，还具有数值稳定性好、节点可以取到很多的优点。以二维

Ｂｕｒｇｅｒｓ方程组为例，数值结果表明了该算法的有效性。
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　　微分求积法（ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＱｕａｄｒａｔｕｒｅＭｅｔｈｏｄ，简
称ＤＱ法）是１９７１年Ｂｅｌｌｍａｎ和Ｃａｓｔｉ［１］提出的一种
用于求解微分方程的数值方法。１９８７年 Ｂｅｒｔ［２］等
人首次将 ＤＱ法用于结构力学分析，发现 ＤＱ法与
传统的数值方法相比具有公式简单、使用方便、计算

量少、精度高等优点，目前ＤＱ法已被成功地用来求
解流体力学、热传导、石油和化学工程中的一些问

题［３］。尽管ＤＱ法成功地解决了很多问题，但它仍
然有局限性，即：①由于函数的近似只能沿着直线进

行，因而ＤＱ法只适用于规则区域，对于不规则区域
无法直接应用；②采用均匀节点分布时节点过多会
造成方程病态及结果的不稳定性；③由于微分求积
法需要网格线上全部信息，形成的系数矩阵为满阵，

不利于问题的求解。因此，如何保留ＤＱ法的优点，
克服ＤＱ法的缺陷，如何对传统的 ＤＱ法进行改进
引起了很多学者的研究兴趣。如 Ｃｈｅｎ［４］在其论文
中引入微分求积单元法的概念，算法的主要思想是

将求解区域划分为若干个规则子域来处理。此后，
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Ｃｈｅｎ［５］等人把ＤＱ法和有限单元法结合起来，形成
了求积单元法（ＱＥＭ），此方法处理高阶导数问题更
有效。Ｓｈｕ［６］提出了用径向基函数作为试函数的
ＤＱ法，但由于计算精度不高往往需要更多的离散
节点，影响了计算效率。杜慧静［７］等人提出了基于

径向基函数的微分求积区域分裂法，克服了 ＤＱ法
的缺陷，但其改进的过程较复杂。王光法［８］提出了

基于重心插值的微分求积法，提高了数值的稳定性。

魏学润［９］提出了局部微分求积法（ＬＤＱ法），克服了
ＤＱ法中节点过多的缺陷。

本研究在传统 ＤＱ法的基础上，提出以重心插
值函数为基函数的局部微分求积法，它不仅保留了

传统微分求积法的优点，如公式简单、易于操作、计

算效率高等，同时还继承了重心插值公式具有的良

好数值稳定性以及 ＬＤＱ法中节点可多选的优点。
计算过程中，采用的是低次多项式的移动插值，因而

可以得到稀疏的带状系数矩阵，不仅提高了计算效

率还可为解决大型工程问题提供可靠的数值方法。

１　基于重心插值的局部微分求积法构造

　　传统微分求积法的显式表达方式是基于 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ插值函数的，但这种方法的局限性是离散点
不能取得太多，否则 Ｌａｇｒａｎｇｅ多项式随多项式次数
的升高出现Ｒｕｎｇｅ现象，产生计算的不稳定性，而重
心插值具有很好的数值稳定性，所以在本研究中取

插值基函数为重心插值基函数，即：

ｐｊ（ｘ）＝
ｗｊ
ｘ－ｘｊ

／∑
Ｎ

ｋ＝１

ｗｋ
ｘ－ｘｋ

（ｊ＝１，２，…，Ｎ）

（１）

其中，ｗｊ为权重，计算格式为ｗｊ＝１／∏
ｋ≠ｊ
（ｘｊ－ｘｋ），即

ｗｊ只依赖于节点。
局部微分求积法克服了微分求积法中节点过多

出现的弊病，因此，笔者采用局部微分求积法，则函

数ｆ（ｘ）在节点ｘｊ处的ｒ阶导数可表示为：

ｆ（ｒ）（ｘｊ）＝
ｄｒ

ｄｘｒ
ｆ（ｘ）

ｘ＝ｘｊ
≈∑

ｊｌ

ｋ＝ｊ１

Ａ（ｒ）ｊｋ ｆ（ｘｋ），

（ｊ＝１，２，…，Ｎ） （２）
其中，ｘｊ１，ｘｊ２，…，ｘｊｌ是ｘｊ附近的ｌ个节点（包括ｘｊ），ｌ
为局部节点个数，Ａ（ｒ）ｊｋ 为点ｘｊ处ｒ阶导数相应的加权
系数，Ａ（ｒ）ｊｋ 可由坐标 ｘｊ１，ｘｊ２，…，ｘｊｌ来决定。下面来推
导重心插值的权系数Ａ（ｒ）ｊｋ，在（１）式两端同时乘以ｘ
－ｘｉ（ｊ≠ｉ）可得：

ｐｊ（ｘ）（ｘ－ｘｉ）＝
ｗｊ（ｘ－ｘｉ）
ｘ－ｘｊ

／∑
Ｎ

ｋ＝１

ｗｋ
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即：
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ｘ－ｘｋ
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记：ｇ（ｘ）＝∑
Ｎ

ｋ＝１

ｗｋ（ｘ－ｘｉ）
ｘ－ｘｋ

对（４）式两端同时求导得：

ｐ′ｊ（ｘ）ｇ（ｘ）＋ｐｊ（ｘ）ｇ′（ｘ）＝ｗｊ（
ｘ－ｘｉ
ｘ－ｘｊ

）′ （５）

对ｇ（ｘ）求导，并将ｘ＝ｘｉ代入得：

ｇ（ｘｉ）＝ｗｉ，ｇ′（ｘ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｉ≠ｋ

ｗｋ
ｘｉ－ｘｋ

（６）

将（６）式代入（５）式可得：
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根据微分求积法权系数计算公式可求得任意阶

权系数Ａ（ｒ）ｉｊ 为：
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Ｎ
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对于二维函数ｆ（ｘ，ｙ），取重心插值基函数为：
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（１０）
则函数ｆ（ｘ，ｙ）在节点（ｘｉ，ｙｊ）处关于ｘ的ｈ阶偏导数
和关于ｙ的ｓ阶偏导数分别可表示为：

ｈｆ（ｘ，ｙ）
ｘｈ ｉｊ

＝∑
ｋｌ

ｋ＝ｋ１

Ａ（ｈ）ｉｋ ｆ（ｘｋ，ｙｊ） （１１）

ｓｆ（ｘ，ｙ）
ｙｓ ｉｊ

＝∑
ｋｒ

ｋ＝ｋ１

Ｂ（ｓ）ｊｋ ｆ（ｘｉ，ｙｋ） （１２）

其中，（ｘｉ１，ｙｊ１），（ｘｉ２，ｙｊ２），…，（ｘｉｌ，ｙｊｒ）是节点（ｘｉ，
ｙｊ）附近的节点（包括（ｘｉ，ｙｊ）），ｌ为ｘ方向的局部节
点个数，ｒ为ｙ方向的局部节点个数。通常为了计算
方便取ｌ＝ｒ。一阶权系数Ａ（１）ｉｊ ，Ｂ

（１）
ｉｊ 的表达形式为：

Ａ（１）ｉｊ ＝ｐ′ｊ（ｘｉ）＝
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－∑
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（１３）
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Ｂ（１）ｉｊ ＝ｑ′ｊ（ｙｉ）＝
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ｙｉ－ｙｊ
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－∑
Ｎ
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ｍｋ／ｍｉ
ｙｉ－ｙｋ

{ ｊ＝ｉ

（１４）

从而根据（８）式可求得任意阶权系数 Ａ（ｈ）ｉｋ ，
Ｂ（ｓ）ｉｋ。

２　二维抛物型方程的离散

下面给出二维抛物型偏微分方程初边值问题的

基于重心插值的局部微分求积法离散。对下列方程

初边值问题：

ｕ
ｔ
＝Ｆ（ｘ，ｙ，ｕ，ｕ

ｘ
，
ｕ
ｙ
，
２ｕ
ｘ２
，
２ｕ
ｙ２
，
２ｕ
ｘｙ

，…，
ｈ＋ｓｕ
ｘｈｙｓ

）

（ｘ，ｙ）∈（０，１）×（０，１），ｔ∈（０，Ｔ）
ｕ（ｘ，ｙ，０）＝φ（ｘ，ｙ），（ｘ，ｙ）∈［０，１］×［０，１］
ｕ（０，ｙ，ｔ）＝φ１（ｙ，ｔ），ｕ（１，ｙ，ｔ）＝φ２（ｙ，ｔ）

ｙ∈［０，１］，ｔ∈［０，Ｔ］
ｕ（ｘ，０，ｔ）＝φ３（ｘ，ｔ），ｕ（ｘ，１，ｔ）＝φ４（ｘ，ｔ）

ｘ∈［０，１］，ｔ∈［０，Ｔ

















］

（１５）
首先对空间域进行离散，将二维区域［０，１］×

［０，１］进行网格剖分，对节点从左至右，从下至上依
次编号，如图１所示。

图１　二维区域各节点划分
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｒｅｐａｒｔｉｔｉｏｎｏｆｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌａｒｅａ

　

将节点（ｘｉ，ｙｊ）附近的节点重新编号为（ｘｉ１，
ｙｊ１），（ｘｉ２，ｙｊ２），…，（ｘｉｌ，ｙｊｒ）并进行局部插值，根据
（１１）和（１２）式，得到函数 ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）在节点（ｘｉ，ｙｊ，
ｔｎ）处的各阶偏导数的表达式为：

（
ｈｕ
ｘｈ
）ｎｉｊ＝∑

ｉｌ

ｋ＝ｉ１

Ａ（ｈ）ｉｋ ｕ
ｎ
ｋｊ （１６）

（
ｓｕ
ｙｓ
）ｎｉｊ＝∑

ｊｒ

ｍ＝ｊ１

Ｂ（ｓ）ｉｍｕ
ｎ
ｉｍ （１７）

（
ｓ＋ｈｕ
ｙｓｘｈ

）ｎｉｊ＝∑
ｊｒ

ｍ＝ｊ１
∑
ｉｌ

ｋ＝ｉ１

Ｂ（ｓ）ｊｍ Ａ
（ｈ）
ｉｋ ｕ

ｎ
ｋｍ （１８）

这样，可以对方程的右边应用（１６）－（１８）式进
行离散，对方程左边的导数应用向前差分法离散，由

此可得微分方程的离散形式为：

ｕｎ＋１ｉｊ －ｕ
ｎ
ｉｊ

Δｔ
＝Ｆ（ｘｉ，ｙｊ，ｕ

ｎ
ｉｊ，∑

ｉｌ

ｋ＝ｉ１

Ａ（１）ｉｋ ｕ
ｎ
ｋｊ，∑

ｊｒ

ｍ＝ｊ１

Ｂ（１）ｊｍ ｕ
ｎ
ｉｍ，

∑
ｊｒ

ｍ＝ｊ１
∑
ｉｌ

ｋ＝ｉ１

Ｂ（１）ｊｍ Ａ
（１）
ｉｋ ｕ

ｎ
ｋｍ，…，∑

ｊｒ

ｍ＝ｊ１
∑
ｉｌ

ｋ＝ｉ１

Ｂ（ｓ）ｊｍ Ａ
（ｈ）
ｉｋ ｕ

ｎ
ｋｍ）

（１９）
而（１５）式中初边值条件处理为：

ｕ（ｘｉ，ｙｊ，ｔ１）＝φ（ｘｉ，ｙｊ）　ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ

ｕ（ｘ１，ｙｊ，ｔｎ）＝φ１（ｙｊ，ｔｎ），ｕ（ｘＩ，ｙｊ，ｔｎ）＝φ２（ｙｊ，ｔｎ）

ｊ＝１，２，…，Ｎ；ｎ＝１，２，…
ｕ（ｘｉ，ｙ１，ｔｎ）＝φ３（ｘｉ，ｔｎ），ｕ（ｘｉ，ｙＪ，ｔｎ）＝φ４（ｘｉ，ｔｎ）

ｊ＝１，２，…，Ｎ；ｎ＝１，２













，…

（２０）
由（１９）和（２０）两式联立即可求得微分方程的

数值解。

３　数值算例及分析

考虑非线性二维Ｂｕｒｇｅｒｓ方程组，即：
ｕ
ｔ
＋ｕｕ
ｘ
＋ｖｕ
ｙ
＝α（

２ｕ
ｘ２
＋

２ｕ
ｙ２
）

ｖ
ｔ
＋ｕｖ
ｘ
＋ｖｖ
ｙ
＝α（

２ｖ
ｘ２
＋

２ｖ
ｙ２

{ ）

（２１）

方程的求解域为：Ｄ＝［０，１］×［０，１］，ｔ∈［０，
Ｔ］。

初值条件为：

ｕ（ｘ，ｙ，０）＝－４απｃｏｓ（２πｘ）ｓｉｎ（πｙ）２＋ｓｉｎ（２πｘ）ｓｉｎ（πｙ）
，

ｖ（ｘ，ｙ，０）＝－２απｓｉｎ（２πｘ）ｃｏｓ（πｙ）２＋ｓｉｎ（２πｘ）ｓｉｎ（πｙ）
{ ，

（ｘ，ｙ）∈Ｄ
边界条件为：

ｕ（０，ｙ，ｔ）＝－２απｅ－５π２αｔｓｉｎ（πｙ），ｕ（１，ｙ，ｔ）＝

－２απｅ－５π２αｔｓｉｎ（πｙ），
ｕ（ｘ，０，ｔ）＝０，ｕ（ｘ，１，ｔ）＝０，ｖ（０，ｙ，ｔ）＝０，

ｖ（１，ｙ，ｔ）＝０，

ｖ（ｘ，０，ｔ）＝－απｅ－５π２αｔｓｉｎ（２πｘ），ｖ（ｘ，１，ｔ）＝

απｅ－５π２αｔｓｉｎ（２πｘ），ｔ















０

ｔ０

方程组的精确解为：

ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝－２α２πｅ
－５π２αｔｃｏｓ（２πｘ）ｓｉｎ（πｙ）

２＋ｅ－５π２αｔｓｉｎ（２πｘ）ｓｉｎ（πｙ）

ｖ（ｘ，ｙ，ｔ）＝－２α πｅ
－５π２αｔｓｉｎ（２πｘ）ｃｏｓ（πｙ）

２＋ｅ－５π２αｔｓｉｎ（２πｘ）ｓｉｎ（πｙ
{

）
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计算中取Ｎ＝４１，ｌ＝９，Δｔ＝０．００１。为了与文
献［１０］结果相比较，先取 α＝０．１，计算结果的均方
根误差如表１所示，可以看到，本研究方法比文献
［１０］的方法以及传统ＤＱ法（取Ｎ＝１１）的计算精度
都要高，但相比文献［１０］算法，本研究的算法结构
简单，容易操作，节点分布采用了最简单的均匀节点

分布方式。此外，本研究算法在处理方程的非线性

项时也比较容易。表２给出了当 α＝０．０１和 α＝
０．００１时，本研究算法与传统 ＤＱ法的误差比较，可
见本研究算法确实具有优越性。值得注意的是传统

ＤＱ法节点个数不宜太多，否则会出现数值不稳定
的现象。如本算例中 Ｎ取到１１时效果最好，当 Ｎ
继续增大时，算法会失效，而本研究算法在节点个数

的选取方面得到了改进，如本例中Ｎ可以取到１００，
甚至更多而基本不影响数值解稳定性，这也正是本

研究算法优于传统ＤＱ法的所在。

表１　当Ｔ＝１，α＝０．１时本研究解与其它算法解的误差比较
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｎｇｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｏｕｒｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈ

ｏｔｈｅｒｍｅｔｈｏｄｗｈｅｎＴ＝１ａｎｄα＝０．１
项目 ＤＱ法 文献［１０］法 本研究算法

ｕｅｒｒｏｒ ４．１４２１ｅ－００２ １．５３３５ｅ－００３ ６．３８４３ｅ－００４
ｖｅｒｒｏｒ １．６５８３ｅ－００２ １．３８１５ｅ－００３ ３．６８４９ｅ－００４

表２　当Ｔ＝１，α＝０．０１和α＝０．００１时本研究解与
ＤＱ法解的误差比较

Ｔａｂ．２　ＥｒｒｏｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｏｕｒｍｅｔｈｏｄａｎｄＤＱｍｅｔｈｏｄ
ｕｎｄｅｒα＝０．０１ａｎｄα＝０．００１ｗｉｔｈＴ＝１

项目
α＝０．０１ α＝０．００１

ＤＱ法 本研究算法 ＤＱ法 本研究算法

ｕｅｒｒｏｒ ２．２１２８ｅ－００４１．３２４３ｅ－００６２．２８６９ｅ－００５２．２２６１ｅ－００９
ｖｅｒｒｏｒ ５．８２８１ｅ－００５６．６３６３ｅ－００７１．４４７６ｅ－００６７．２８３６ｅ－００１０

本研究提出了基于重心插值的局部微分求积

法，求解了二维Ｂｕｒｇｅｒｓ方程组问题。该方法理论可
靠，算法简单，易于操作，而且计算精度很高。本方

法可以推广用来解决工程技术中的相关问题。
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