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一维非定常对流扩散方程非均匀

网格上的高阶紧致差分格式

赵飞，陈建华，葛永斌
（宁夏大学 数学计算机学院，宁夏 银川 ７５００２１）

摘要：针对一维非定常对流扩散方程，在非均匀网格上提出了一种两层高精度紧致差分格式，其时

间具有２阶精度，空间具有３～４阶精度；然后采用Ｆｏｕｒｉｅｒ分析方法给出格式的稳定性条件。最后
通过数值算例验证了本文格式对于求解一维含边界层非定常对流扩散问题具有明显的优势。
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ｓｃｈｅｍｅ；ｂｏｕｎｄａｒｙｌａｙｅｒ

　　有限差分法是求解非定常对流扩散方程最常用
的数值计算方法之一。例如古典显格式、古典隐格

式、ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ（ＣＮ）格式、Ｓａｕｌ’ｅｖ格式、Ｐｅａｃｅ
ｍａｎＲａｃｈａｆｏｒｄ格式、Ｄｏｕｇｌａｓ格式等。由于这些格
式普遍精度较低，因此又有不少学者提出了高精度

的差分格式。如：文献［１］构造出了一种求解一维
非定常对流扩散方程的指数型高阶紧致差分格式，

在时间上与空间上都达到了四阶精度；文献［２］给
出了一种求解一维含源项非定常对流扩散方程的高

精度紧致隐格式，其时间具有二阶精度，空间具有四

阶精度；文献［３］建立了一种求解第二类边界条件
对流扩散问题的高阶紧致边界值方法，其时间与空

间均具有四阶精度；文献［４］提出了一种求解一维
非定常变系数对流扩散方程的时间二阶空间四阶的

差分格式；文献［５］提出了一种求解一维变系数对
流扩散方程的交替分段 ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ方法。这些
格式大多都是基于均匀网格构造的。文献［６８］针
对定常对流扩散方程，采用坐标变换方法建立了非

均匀网格上的高精度紧致差分格式；文献［９１１］不
采用坐标变换，而是直接在物理区域上建立了非均

匀网格的紧致差分格式。这些差分格式对于求解边

界层问题、大梯度问题和局部奇性问题具有明显的

优势。但是已有的非均匀网格上的高精度紧致差分

格式大多是针对定常问题的，对非定常问题求解的
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非均匀网格方法的研究报道还非常少见。

本文针对一维非定常对流扩散方程，考虑方程

在ｎ＋１２时刻的值，时间上利用中心差分，空间上采

用截断误差余项修正的方法及加权平均的思想，最

终推导出求解该问题在非均匀网格上的一种两层高

精度全隐式紧致差分格式；然后采用 Ｆｏｕｒｉｅｒ分析法
给出格式的稳定性条件；最后通过数值实验对本文

方法的精确性和可靠性进行了验证。

１　高阶紧致差分格式的建立

一维变系数非定常对流扩散方程的基本形

式为：

ｕ
ｔ
－ａ

２ｕ
ｘ２
＋ｐ（ｘ，ｔ）ｕ

ｘ
＝ｆ（ｘ，ｔ）

ａ１≤ｘ≤ａ２，ｔ＞０ （１）
式中，ａ为扩散项系数，ｐ（ｘ，ｔ）为对流项系数，ｆ（ｘ，ｔ）
为源项。采用均匀网格剖分，步长用τ表示，对空间
求解区域［ａ１，ａ２］进行非均匀网格剖分为 Ｎ个子区
间：ａ１＝ｘ０＜ｘ１＜ｘ２＜… ＜ｘＮ＝ａ２，并且定义空间步
长ｘｂ＝ｘｉ－ｘｉ－１，ｘｆ＝ｘｉ＋１－ｘｉ，１≤ｉ≤Ｎ－１。

为了方便数值格式的建立，将式（１）变形为：

－ａ
２ｕ
ｘ２
＋ｐ（ｘ，ｔ）ｕ

ｘ
＝ｆ（ｘ，ｔ）－ｕ

ｔ
ａ１≤ｘ≤ａ２，ｔ＞０ （２）
将点ｕｉ＋１和ｕｉ－１在点ｘｉ处作泰勒展开，可得：

ｕｉ＋１ ＝ｕｉ＋ｘｆ 
ｕ
( )ｘｉ

＋
ｘ２ｆ
２！
２ｕ
ｘ( )２

ｉ

＋
ｘ３ｆ
３！
３ｕ
ｘ( )３

ｉ

＋

ｘ４ｆ
４！
４ｕ
ｘ( )４

ｉ

＋
ｘ５ｆ
５！
５ｕ
ｘ( )５

ｉ

＋Ｏ（ｘ６ｆ） （３）

ｕｉ－１ ＝ｕｉ－ｘｂ 
ｕ
( )ｘｉ

＋
ｘ２ｂ
２！
２ｕ
ｘ( )２

ｉ

－
ｘ３ｂ
３！
３ｕ
ｘ( )３

ｉ

＋

ｘ４ｂ
４！
４ｕ
ｘ( )４

ｉ

－
ｘ５ｂ
５！
５ｕ
ｘ( )５

ｉ

＋Ｏ（ｘ６ｂ） （４）

式（３）与式（４）相减得：

ｕ
( )ｘｉ

＝
ｕｉ＋１－ｕｉ－１
ｘｂ＋ｘｆ

－１２（ｘｆ－ｘｂ）
２ｕ
ｘ( )２

ｉ

－

１
６（ｘ

２
ｆ＋ｘ

２
ｂ－ｘｆｘｂ）

３ｕ
ｘ( )３

ｉ

－１２４（ｘｆ－

ｘｂ）（ｘ
２
ｆ＋ｘ

２
ｂ）
４ｕ
ｘ( )４

ｉ

＋Ｏ ｘ
５
ｆ＋ｘ

５
ｂ

ｘｂ＋ｘ
( )

ｆ

（５）

由式（３）乘ｘｂ加式（４）乘ｘｆ得：
２ｕ
ｘ( )２

ｉ

＝ ２
ｘｂ＋ｘｆ

ｕｉ＋１
ｘｆ
＋
ｕｉ－１
ｘｂ
－ １
ｘｆ
＋１ｘ( )

ｂ
ｕ[ ]ｉ －

１
３（ｘｆ－ｘｂ）

３ｕ
ｘ( )３

ｉ

－１１２（ｘ
２
ｆ＋ｘ

２
ｂ－

ｘｆｘｂ）
４ｕ
ｘ( )４

ｉ

－１６０（ｘｆ－ｘｂ）（ｘ
２
ｆ＋

ｘ２ｂ）
５ｕ
ｘ( )５

ｉ

＋Ｏ ｘ
５
ｆ＋ｘ

５
ｂ

ｘｂ＋ｘ
( )

ｆ

（６）

定义空间非均匀网格上的一阶和二阶中心差分

算子：

δｘｕｉ＝
ｕｉ＋１－ｕｉ－１
ｘｂ＋ｘｆ

（７）

δ２ｘｕｉ＝
２

ｘｂ＋ｘｆ
ｕｉ＋１
ｘｆ
＋
ｕｉ－１
ｘｂ
－ １
ｘｆ
＋１ｘ( )

ｂ
ｕ[ ]ｉ （８）

则式（５）与式（６）可改写为：
ｕ
( )ｘｉ

＝δｘｕｉ＋
１
２（ｘｆ－ｘｂ）δ

２
ｘｕｉ－

１
６ｘｆｘｂ

３ｕ
ｘ( )３

ｉ

－

１
２４ｘｆｘｂ（ｘｆ－ｘｂ）

４ｕ
ｘ( )４

ｉ

＋ １１２０（ｘｆ－

ｘｂ）
２（ｘｆ＋ｘｂ）

２ ５ｕ
ｘ( )５

ｉ

＋Ｏ ｘ
５
ｆ＋ｘ

５
ｂ

ｘｂ＋ｘ
( )

ｆ

（９）

２ｕ
ｘ( )２

ｉ

＝δ２ｘｕｉ－
１
３（ｘｆ－ｘｂ）

３ｕ
ｘ( )３

ｉ

－１１２（ｘ
２
ｆ＋

ｘ２ｂ－ｘｆｘｂ）
４ｕ
ｘ( )４

ｉ

－１６０（ｘｆ－ｘｂ）（ｘ
２
ｆ＋

ｘ２ｂ）
５ｕ
ｘ( )５

ｉ

＋Ｏ ｘ
５
ｆ＋ｘ

５
ｂ

ｘｂ＋ｘ
( )

ｆ

（１０）

为了得到高精度的数值格式，将式（９）和式
（１０）中三阶和四阶导数项进行处理，为此对原方程
式（１）关于ｘ求导，整理可得：
３ｕ
ｘ３
＝１ａ

ｐ
ｘ
ｕ
ｘ
＋ｐａ

２ｕ
ｘ２
－１ａ


ｘｆ（ｘ，ｔ）－

ｕ
[ ]ｔ
（１１）

４ｕ
ｘ４
＝１ａ

２ｐ
ｘ２
ｕ
ｘ
＋２ａ

ｐ
ｘ
２ｕ
ｘ２
＋ｐａ

３ｕ
ｘ３
－

１
ａ
２

ｘ２
ｆ（ｘ，ｔ）－ｕ

[ ]ｔ＝
１
ａ
２ｐ
ｘ２
ｕ
ｘ
＋

２
ａ
ｐ
ｘ
２ｕ
ｘ２
＋ｐ
ａ２
ｐ
ｘ
ｕ
ｘ
＋ｐ

２

ａ２
２ｕ
ｘ２
－

ｐ
ａ２

ｘｆ（ｘ，ｔ）－

ｕ
[ ]ｔ－

１
ａ
２

ｘ２
ｆ（ｘ，ｔ）－ｕ

[ ]ｔ
（１２）

将式（１１）和式（１２）分别代入式（９）和式（１０），
并利用式（７）和式（８）对其中的一阶和二阶导数进
行离散，然后将其代入式（２），即可得如下形式的离
散格式：

（－Ａｉδ
２
ｘ＋Ｂｉδｘ）ｕｉ＋τｉ＝Ｆｉ （１３）

式中：

Ｆｉ＝（１＋Ｋ１δｘ＋Ｋ２δ
２
ｘ） ｆ（ｘ，ｔ）－

ｕ
[ ]ｔｉ
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Ａｉ＝ａ－ －
ｘｆ－ｘｂ
２ ＋Ｋ１＋２Ｋ２δ( )ｘ ｐｉ

Ｂｉ＝（１＋Ｋ１δｘ＋Ｋ２δ
２
ｘ）ｐｉ

τｉ＝Ｈ３
５ｕ
ｘ( )５

ｉ

＋Ｏ ｘ
５
ｆ＋ｘ

５
ｂ

ｘｂ＋ｘ
( )

ｆ

Ｋ１ ＝
Ｈ１
ａ＋

Ｈ２
ａ２
ｐｉ

Ｋ２ ＝
Ｈ２
ａ

Ｈ１ ＝
ａ
３（ｘｆ－ｘｂ）－

ｐｉ
６ｘｆｘｂ

Ｈ２ ＝
ａ
１２（ｘ

２
ｆ＋ｘ

２
ｂ－ｘｆｘｂ）－

ｐｉ
２４ｘｆｘｂ（ｘｆ－ｘｂ）

Ｈ３ ＝
ａ
６０（ｘｆ－ｘｂ）（ｘ

２
ｆ＋ｘ

２
ｂ）
ｐｉ
２（ｘｆ－ｘｂ）[ ]＋ａ

考虑方程式（１３）在ｎ＋１２时刻的值，并对时间

导数项用 ｕ
( )ｔ

ｎ＋１２

ｉ
＝
ｕｎ＋１ｉ －ｕｎｉ
τ

＋Ｏ（τ２）进行离散，

ｕｎ＋
１
２

ｉ
用ｕｎ

ｉ
和ｕｎ＋１

ｉ
做算术加权平均，ｐｎ＋

１
２

ｉ 用ｐｎｉ和ｐ
ｎ＋１
ｉ

做算术加权平均，ｆｎ＋
１
２

ｉ 用 ｆｎｉ和 ｆ
ｎ＋１
ｉ 做算术加权平

均，略去高阶项，化简整理可得式（１）在非均匀网格
上的高阶紧致差分格式：

ｑｉｕ
ｎ＋１
ｉ ＋ｑｉ－１ｕ

ｎ＋１
ｉ－１＋ｑｉ＋１ｕ

ｎ＋１
ｉ＋１ ＝ｒｉｕ

ｎ
ｉ＋ｒｉ－１ｕ

ｎ
ｉ－１＋ｒｉ＋１ｕ

ｎ
ｉ＋１＋

ｄｉ（ｆ
ｎ＋１
ｉ ＋ｆｎｉ）＋ｄｉ－１（ｆ

ｎ＋１
ｉ－１ ＋ｆ

ｎ
ｉ－１）＋ｄｉ＋１（ｆ

ｎ＋１
ｉ＋１ ＋ｆ

ｎ
ｉ＋１）

（１４）
式中：

ｑｉ＝
２
τ
＋
２Ａｉ
ｘｆ＋ｘｂ

１
ｘｆ
＋１ｘ( )

ｂ

ｑｉ－１ ＝－
２Ａｉ

ｘｂ（ｘｆ＋ｘｂ）
－
Ｂｉ
ｘｆ＋ｘｂ

ｑｉ＋１ ＝－
２Ａｉ

ｘｆ（ｘｆ＋ｘｂ）
＋
Ｂｉ
ｘｆ＋ｘｂ

ｒｉ＝
２
τ
－
２Ａｉ
ｘｆ＋ｘｂ

１
ｘｆ
＋１ｘ( )

ｂ

ｒｉ－１ ＝
２Ａｉ

ｘｂ（ｘｆ＋ｘｂ）
＋
Ｂｉ
ｘｆ＋ｘｂ

ｒｉ＋１ ＝
２Ａｉ

ｘｆ（ｘｆ＋ｘｂ）
－
Ｂｉ
ｘｆ＋ｘｂ

ｄｉ＝１－
２Ｋ２
ｘｆ＋ｘｂ

１
ｘｆ
＋１ｘ( )

ｂ

ｄｉ－１ ＝－
Ｋ１
ｘｆ＋ｘｂ

＋
２Ｋ２

ｘｂ（ｘｆ＋ｘｂ）

ｄｉ＋１ ＝
Ｋ１
ｘｆ＋ｘｂ

＋
２Ｋ２

ｘｆ（ｘｆ＋ｘｂ）

Ａｉ＝ａ－ －
ｘｆ－ｘｂ
２ ＋Ｋ１＋２Ｋ２δ( )ｘ ｐ

ｎ
ｉ＋ｐ

ｎ＋１
ｉ

２ －
２Ｋ２
τ

Ｂｉ＝（１＋Ｋ１δｘ＋Ｋ２δ
２
ｘ）
ｐｎｉ＋ｐ

ｎ＋１
ｉ

２ ＋
２Ｋ１
τ

Ａｉ＝ａ－ －
ｘｆ－ｘｂ
２ ＋Ｋ１＋２Ｋ２δ( )ｘ ｐ

ｎ
ｉ＋ｐ

ｎ＋１
ｉ

２ ＋
２Ｋ２
τ

Ｂｉ＝（１＋Ｋ１δｘ＋Ｋ２δ
２
ｘ）
ｐｎｉ＋ｐ

ｎ＋１
ｉ

２ －
２Ｋ１
τ

从推导过程可知，此格式的截断误差为：

Ｏτ２＋（ｘｆ－ｘｂ）（ｘ
２
ｆ＋ｘ

２
ｂ）＋

ｘ５ｆ＋ｘ
５
ｂ

ｘｂ＋ｘ
( )

ｆ

即当ｘｆ＝ｘｂ时，本文格式可以达到四阶精度；当
ｘｆ≠ｘｂ时，本文格式可以达到三阶精度。

２　稳定性分析

采用Ｆｏｕｒｉｅｒ方法分析上述格式的稳定性。假
设右端ｆｎｉ无误差存在。

用ｅｎｉ表示计算ｕ
ｎ
ｉ所产生的误差，令ｅ

ｎ
ｉ＝ｖ

ｎｅｉσｘｊ，
则ｅｎｉ－１ ＝ｖ

ｎｅｉσ（ｘｊ－ｘｂ），ｅｎｉ＋１ ＝ｖ
ｎｅｉσ（ｘｊ＋ｘｆ）。其中，ｉ＝

－槡 １为虚数单位，σ为波数。将ｅｎｉ、ｅ
ｎ
ｉ－１和ｅ

ｎ
ｉ＋１代入

式（２）化简可得格式误差的增长因子为：

Ｇ（τ，ｋ）＝ｖ
ｎ＋１

ｖｎ
＝
ｒｉ＋ｒｉ－１ｅ

－ｉσｘｂ＋ｒｉ＋１ｅ
ｉσｘｆ

ｑｉ＋ｑｉ－１ｅ
－ｉσｘｂ＋ｑｉ＋１ｅ

ｉσｘｆ
＝
ｒｉ＋ｒｉ－１ｃｏｓ（σｘｂ）＋ｒｉ＋１ｃｏｓ（σｘｆ）＋ｉ［－ｒｉ－１ｓｉｎ（σｘｂ）＋ｒｉ＋１ｓｉｎ（σｘｆ）］
ｑｉ＋ｑｉ－１ｃｏｓ（σｘｂ）＋ｑｉ＋１ｃｏｓ（σｘｆ）＋ｉ［－ｑｉ－１ｓｉｎ（σｘｂ）＋ｑｉ＋１ｓｉｎ（σｘｆ）］

所以：

Ｇ（τ，ｋ）２－１＝
［ｒｉ＋ｒｉ－１ｃｏｓ（σｘｂ）＋ｒｉ＋１ｃｏｓ（σｘｆ）］

２＋［－ｒｉ－１ｓｉｎ（σｘｂ）＋ｒｉ＋１ｓｉｎ（σｘｆ）］
２

［ｑｉ＋ｑｉ－１ｃｏｓ（σｘｂ）＋ｑｉ＋１ｃｏｓ（σｘｆ）］
２＋［－ｑｉ－１ｓｉｎ（σｘｂ）＋ｑｉ＋１ｓｉｎ（σｘｆ）］

２－１＝

（ｒｉ－１＋ｒｉ＋ｒｉ＋１）
２－４ｒｉｒｉ－１ｓｉｎ

２ σｘｂ( )２ －４ｒｉｒｉ＋１ｓｉｎ
２ σｘｆ( )２ －４ｒｉ－１ｒｉ＋１ｓｉｎ

２ σｘｂ＋σｘｆ( )２

（ｑｉ－１＋ｑｉ＋ｑｉ＋１）
２－４ｑｉｑｉ－１ｓｉｎ

２ σｘｂ( )２ －４ｑｉｑｉ＋１ｓｉｎ
２ σｘｆ( )２ －４ｑｉ－１ｑｉ＋１ｓｉｎ

２ σｘｂ＋σｘｆ( )２

－１＝

４（ｑｉｑｉ－１－ｒｉｒｉ－１）ｓｉｎ
２ σｘｂ( )２ ＋４（ｑｉｑｉ＋１－ｒｉｒｉ＋１）ｓｉｎ

２ σｘｆ( )２ ＋４（ｑｉ－１ｑｉ＋１－ｒｉ－１ｒｉ＋１）ｓｉｎ
２ σｘｂ＋σｘｆ( )２

［ｑｉ＋ｑｉ－１ｃｏｓ（σｘｂ）＋ｑｉ＋１ｃｏｓ（σｘｆ）］
２＋［－ｑｉ－１ｓｉｎ（σｘｂ）＋ｑｉ＋１ｓｉｎ（σｘｆ）］

２ （１５）

７７４　赵飞，等：一维非定常对流扩散方程非均匀网格上的高阶紧致差分格式　



式中，（ｒｉ－１＋ｒｉ＋ｒｉ＋１）
２ ＝（ｑｉ－１＋ｑｉ＋ｑｉ＋１）

２ ＝４
τ２
。

当ｘｆ＝ｘｂ ＝ｈ时，由于：

ｓｉｎ２ σｘｂ＋σｘｆ( )２
＝ｓｉｎ２（σｈ）＝ ２ｓｉｎ（σｈ２）ｃｏｓ（

σｈ
２( )）２

＝４ｓｉｎ２（σｈ２）１－ｓｉｎ
２（
σｈ
２( )）

因此：

Ｇ（τ，ｋ）２－１＝

４（ｑｉｑｉ－１－ｒｉｒｉ－１）ｓｉｎ
２（
σｈ
２）＋４（ｑｉｑｉ＋１－ｒｉｒｉ＋１）ｓｉｎ

２（
σｈ
２）＋１６（ｑｉ－１ｑｉ＋１－ｒｉ－１ｒｉ＋１）ｓｉｎ

２（
σｈ
２）１－ｓｉｎ

２（
σｈ
２( )）

［ｑｉ＋ｑｉ－１ｃｏｓ（σｘｂ）＋ｑｉ＋１ｃｏｓ（σｘｆ）］
２＋［－ｑｉ－１ｓｉｎ（σｘｂ）＋ｑｉ＋１ｓｉｎ（σｘｆ）］

２ ＝

４（ｑｉｑｉ－１－ｒｉｒｉ－１）＋４（ｑｉｑｉ＋１－ｒｉｒｉ＋１）＋１６（ｑｉ－１ｑｉ＋１－ｒｉ－１ｒｉ＋１）１－ｓｉｎ２（σ
ｈ
２( )[ ]） ｓｉｎ２（σｈ２）

［ｑｉ＋ｑｉ－１ｃｏｓ（σｘｂ）＋ｑｉ＋１ｃｏｓ（σｘｆ）］
２＋［－ｑｉ－１ｓｉｎ（σｘｂ）＋ｑｉ＋１ｓｉｎ（σｘｆ）］

２ ＝

１６
９ｓｉｎ

２（
σｈ
２） －１８ａ

２＋６ａ２ｓｉｎ２（σｈ２）－９ｐ
２ｈ２ｓｉｎ２（σｈ２[ ]）

［ｑｉ＋ｑｉ－１ｃｏｓ（σｘｂ）＋ｑｉ＋１ｃｏｓ（σｘｆ）］
２＋［－ｑｉ－１ｓｉｎ（σｘｂ）＋ｑｉ＋１ｓｉｎ（σｘｆ）］

２≤０

　　即式（１４）在均匀网格上是无条件稳定的。
当ｘｆ≠ｘｂ，且ｐ（ｘ，ｔ）＝０时，式（１４）是条件稳

定的。具体证明步骤如下。

令ｘｆ＝ｍｘｂ，且ｍ＞０。
１）要使格式稳定，需满足条件：

Ｇ（τ，ｋ）２－１≤０
　　２）要使 Ｇ（τ，ｋ）２－１≤０，由式（１５）知需满
足条件：

４（ｑｉｑｉ－１－ｒｉｒｉ－１）ｓｉｎ
２（
σｘｂ
２）＋

４（ｑｉｑｉ＋１－ｒｉｒｉ＋１）ｓｉｎ
２（
σｘｆ
２）＋

４（ｑｉ－１ｑｉ＋１－ｒｉ－１ｒｉ＋１）ｓｉｎ
２（
σｘｂ＋σｘｆ
２ ）≤０（１６）

３）当满足以下条件时，式（１６）成立。
ｑｉｑｉ－１－ｒｉｒｉ－１≤０

ｑｉｑｉ＋１－ｒｉｒｉ＋１≤０

ｑｉ－１ｑｉ＋１－ｒｉ－１ｒｉ＋１≤
{

０

即：

ｒｉｒｉ－１－ｑｉｑｉ－１≥０

ｒｉｒｉ＋１－ｑｉｑｉ＋１≥０

ｒｉ－１ｒｉ＋１－ｑｉ－１ｑｉ＋１≥
{

０

解得
５－槡１７
４ ≤ｍ≤５＋槡１７４ ，即式（１４）在非

均匀网格上取ｐ（ｘ，ｔ）＝０是条件稳定的。

３　数值算例

为了验证本文数值格式的效果，考察如下两个

有精确解的算例，在非均匀网格上本文选取计算效

果最好的λ。

算例１　
ｕ
ｔ
＋ｕ
ｘ
＝１Ｒｅ

２ｕ
ｘ２
，０＜ｘ＜１，ｔ＞０

ｕ（ｘ，０）＝０，ｕ（０，ｔ）＝０，ｕ（１，ｔ）＝
{

１
其精确解为：

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｅ
Ｒｅｘ－１
ｅＲｅ－１

＋

∑
"

ｍ＝１

（－１）ｍｍπ

（ｍπ）２＋Ｒｅ
２

４

ｅ
Ｒｅ（ｘ－１）
２ ｓｉｎ（ｍπｘ）ｅ－［

（ｍπ）２
Ｒｅ ＋

Ｒｅ
４］ｔ

算例２　ｕ
ｔ
＋ｘｕ
ｘ
－ａ

２ｕ
ｘ２
＝ｆ（ｘ，ｔ）

　　　　 －１≤ｘ≤１，ｔ＞０
其精确解为：ｕ（ｘ，ｔ） ＝ｔａｎｈｘｅ－ｔ／（４槡ａ[ ]） 。

其中右端项ｆ（ｘ，ｔ）及初边值条件均由精确解给定。
对于算例１，在 ｘ＝１处有跳跃边界，为此对其

空间区域［０，１］采用以下网格分布函数生成非均匀
网格。

ｘｉ＝
ｉ
Ｎ＋

λ
π
ｓｉｎ（πｉＮ），其中Ｎ是对求解区域剖

分后的子区间的个数，λ为网格伸缩参数，用来调
节网格点在某一区域的密集程度，且 －１≤λ≤１。
当０＜λ≤１时，网格点在右边界附近分布密集；当
－１≤λ＜０时，网格点在左边界附近分布密集；当
λ＝０时，网格剖分为均匀网格。

对于算例２，在ｘ＝０处有跳跃边界，为此对其
空间区域［－１，１］采用以下网格分布函数生成非均

匀网格：ｘｉ＝
ｉ
Ｎ＋

λ
２π
ｓｉｎ（２πｉＮ），当０＜λ≤１时，网
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格点在ｘ＝０附近加密，并且λ越大，加密程度越明
显；当λ＝０时，网格剖分为均匀网格。
定义　 最大绝对误差：

Ｅｒｒｏｒ＝ｍａｘｕｉ精确 －ｕｉ计算

收敛阶：Ｒａｔｅ＝
ｌｏｇ［Ｅｒｒｏｒ（Ｎ１）／Ｅｒｒｏｒ（Ｎ２）］

ｌｏｇ［（Ｎ２）／（Ｎ１）］
其中Ｅｒｒｏｒ（Ｎ１）和 Ｅｒｒｏｒ（Ｎ２）分别为网格数为

Ｎ１和Ｎ２时对应的最大绝对误差。

表１和表２分别给出了算例１在Ｔ＝１．０、τ＝

（
１
Ｎ）

２

、雷诺数分别取１００和１０００时，在不同网格

点数下 ＣＮ格式、本文格式的最大绝对误差和收敛
阶。可以看出，本文格式在均匀网格上，当 Ｒｅ＝１００
时，计算精度达到四阶，当 Ｒｅ＝１０００时，计算精度
达到二阶，而在非均匀网格上的计算误差要比均匀

网格上的计算误差小很多，并且可以达到四阶精度。

表１　算例１当Ｒｅ＝１００时最大绝对误差及收敛阶
Ｔａｂ．１　ＴｈｅｍａｘｉｍｕｍａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒａｎｄｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅａｔＲｅ＝１００ｆｏｒＥｘａｍｐｌｅ１

网格数
ＣＮ格式

Ｅｒｒｏｒ Ｒａｔｅ
本文格式均匀网格

Ｅｒｒｏｒ Ｒａｔｅ
本文格式非均匀网格（λ＝０．６０）

Ｅｒｒｏｒ Ｒａｔｅ
１０ ６．６８６×１０－１ － ３．０２３×１０－１ － ２．５３１×１０－２ －
２０ ４．３５３×１０－１ ０．６２ ９．７７４×１０－２ １．６３ ３．５０６×１０－３ ２．８５
４０ １．９３８×１０－１ １．１７ １．５６６×１０－２ ２．６４ ３．６２３×１０－４ ３．２７
８０ ５．５７４×１０－２ １．８０ １．３２９×１０－３ ３．５６ ２．２４６×１０－５ ４．０１

表２　算例１当Ｒｅ＝１０００时最大绝对误差及收敛阶
Ｔａｂ．２　ＴｈｅｍａｘｉｍｕｍａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒａｎｄｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅａｔＲｅ＝１０００ｆｏｒＥｘａｍｐｌｅ１

网格数
ＣＮ格式

Ｅｒｒｏｒ Ｒａｔｅ
本文格式均匀网格

Ｅｒｒｏｒ Ｒａｔｅ
本文格式非均匀网格（λ＝０．６７）

Ｅｒｒｏｒ Ｒａｔｅ
４０ ８．５１８×１０－１ － ６．１８８×１０－１ － ２．１６８×１０－１ －
８０ ７．２４１×１０－１ ０．２３ ３．８３３×１０－１ ０．６９ ６．１８７×１０－２ １．８１
１６０ ５．１７１×１０－１ ０．４９ １．５１２×１０－１ １．３４ ８．２７７×１０－３ ２．９０
３２０ ２．６３４×１０－１ ０．９７ ３．０４９×１０－２ ２．３１ ５．５３３×１０－４ ３．９０

　　从表１和表２可以明显看出，本文格式在非均
匀网格上的误差很小，而均匀网格上在边界层附近

有较大的误差，ＣＮ格式则表现出了很大的误差。
这充分表明了对于含有边界层的问题，本文格式在

非均匀网格上的优越性。

对于算例２，表３和表４分别给出了 Ｔ＝１．０、

τ＝（１Ｎ）
２

，ａ分别取１０－４和１０－５两种情况下均匀

网格和非均匀网格的最大绝对误差，其中非均匀网

格分布均选取结果最好时对应的伸缩参数λ。

表３　算例２当ａ＝１０－４时最大绝对误差

Ｔａｂ．３　Ｔｈｅｍａｘｉｍｕｍａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒａｔａ＝１０－４ｆｏｒＥｘａｍｐｌｅ２

网格数
本文格式

均匀网格

本文格式

非均匀网格（λ＝０．８０）

１６ ４．１３２×１０－１ ８．０７４×１０－２

３２ １．７６３×１０－１ ４．９８２×１０－２

６４ ６．１２７×１０－２ ３．９５０×１０－２

１２８ ４．１４０×１０－２ ３．９４６×１０－２

表４　算例２当ａ＝１０－５时最大绝对误差
Ｔａｂ．４　Ｔｈｅｍａｘｉｍｕｍａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒａｔａ＝１０－５ｆｏｒＥｘａｍｐｌｅ２

网格数
本文格式

均匀网格

本文格式

非均匀网格（λ＝０．９２）

６４ ３．５１７×１０－１ ４．３０５×１０－２

１２８ １．２５６×１０－１ ３．９４０×１０－２

２５６ ４．９４３×１０－２ ３．９４７×１０－２

５１２ ４．０１１×１０－２ ３．９５０×１０－２

以Ｎ＝６４为例，从表３和表４可以看出，在相
同网格数下，非均匀网格上的计算误差明显小于均

匀网格。这充分表明了对于含有边界层的问题，采

用非均匀网格计算的必要性和重要性。

４　结　论

本文建立了一种在非均匀网格上求解一维非定

常对流扩散方程的高阶紧致差分格式，其时间具有

２阶精度，空间具有３～４阶精度，并且采用 Ｆｏｕｒｉｅｒ
分析方法给出格式的稳定性条件。

９７４　赵飞，等：一维非定常对流扩散方程非均匀网格上的高阶紧致差分格式　



　　当网格参数 λ＝０时，格式退化为均匀网格上
的高阶紧致差分格式。

含有边界层对流扩散问题的数值实验结果表

明，在相同网格数下，非均匀网格上的计算效果明显

优于均匀网格。

此外，本文方法可以推广到求解二维和三维非

定常对流扩散问题中去。
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