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摘要：期望的性能指标是实施系统控制的基准。针对现有的量子控制主要集中在基于末态精度最

优、时间最优、或者能量最小等单一性能指标的控制，而缺乏对系统综合性能考虑的问题，本文在综

合分析两能级封闭量子系统特性的基础上，提出了基于幺正演化和能量最优的复合性能指标，并通

过对性能指标变分，得到了满足最优控制量的状态及其拉格朗日乘子的微分方程组。在此基础上，

采用差分的方法，设计了基于数值迭代的最优控制量求解策略。最后，仿真分析了参数对控制结果

的影响，验证了本文所提最优控制方法和迭代算法的有效性。
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　　量子控制是量子力学与经典信息学结合的产

物，现阶段以开环控制为主。

目前，量子最优控制是量子开环控制中的重要

方法，Ｒａｂｉｔｚ对最优控制在量子控制中的应用进行

了讨论，在验证了其可行性后，量子最优控制被应用

于选键化学，进而被应用于原子运输、布居数转移控

制等多个领域［１］。近来，由于量子最优控制与经典

控制论中的最优控制有着诸多相似，并且在各个领

域都展现出了良好的控制效果，已引起了众多研究

学者的关注［２４］。

量子最优控制的基本框架是给定一个性能指

标，然后求取最优控制场或者说最优解，使性能指标

最大或最小。虽然控制思路与经典控制中的最优控

制相似，但是对于一个量子系统，如何确定其性能指
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标是量子最优控制中的难点。

当前的性能指标选取主要有控制场能量最优、

控制时间最优以及Ｄ’Ａｌｅｓｓａｎｄｒｏ提出的两能级量子

系统的控制场能量最优［５］。在此基础上，吴热冰教

授总结了两能级量子系统时间最优情况下的一般特

征［６］，给出了特殊情况下最优解的结构。在控制方

法方面，Ｒａｂｔｉｚ提出了一种作用在偶极矩模型的基

于数值迭代的控制方法［７］，Ｐａｌａｏ等在Ｒａｂｔｉｚ的基

础上又提出了Ｋｒｏｔｏｖ控制方法在量子控制中的应

用［８］，Ｃｈｅｎ等提出了基于模糊估计器的不确定量子

系统控制方法［９］，Ｈａｒｎｏ等提出了基于差分进化算

法的线性相干系统控制［１０］。此外，线性系统的鲁棒

控制［１１］、变尺度梯度方法［１２］、反馈控制［１３］、松弛最

优法［１４］等多种最优控制方法也逐步应用于量子控

制领域。然而，现有关于两能级封闭量子系统最优

控制的研究主要集中在单一的性能指标下，例如时

间最优、能量最优［１５］，从而导致相应的最优策略不

能与最优控制场等其他指标兼得。

针对以上问题，本文从两能级封闭量子系统最

优控制的性能指标选取出发，研究了复合性能指标

下的最优控制策略，主要包括性能指标的选取和数

值迭代算法，并通过数值仿真验证了性能指标及迭

代算法的合理性和有效性。

１　最优控制的性能指标选取

量子是指物理上不可分割的最小个体，所以量

子控制专指对量子系统的控制，现阶段量子控制的

研究对于了解微观物质特性有非常重要的意义。量

子控制中的控制场主要有磁场、电场、激光等，目前

最常用的控制场是磁场和激光。系统性能指标是最

优控制最重要的部分，通常的性能指标选取原则为，

在一定时间内使控制场能量极小。

犑２ ＝∫
犜

０
狌２（狋）ｄ狋 （１）

式中，狌（狋）为控制场，犜为控制时间，犑２ 为系统能量

最优性能指标。

当求得的控制场狌（狋）使式（１）取得其极小值

时，狌（狋）便是最优控制场。但是单一的性能指标对

系统的约束往往不够，例如Ｄ’Ａｌｅｓｓａｎｄｒｏ将如式

（１）的性能指标应用于一个双磁场下的电子自旋模

型，最终得到的控制场在实际中并不能得到应有的

效果，所以本文针对性能指标进行重新设计。

在量子系统演化过程中，实际演化矩阵犝 与目

标演化矩阵犗 有如下关系：

犝 ＝ｅ
－ｉφ犗 （２）

式中，演化矩阵犗表示为酉矩阵的形式，即矩阵犗

的列向量是犗 空间的一个标准正交基；ｉ为虚数单

位，φ为全局相移。

定义复数τ的共轭展开：

τ＝犜狉 犘^^犗
＾｛ ｝犝 ＝∑

犖

狀＝１

〈φ狘^犗
犝^狘φ〉 （３）

式中，^犘表示犘 投影算符，^犘＝狘φ〉〈φ狘，^ο
 是ο^的

共轭转置（文中表示矩阵的转置），狘φ〉定义了一

组希尔伯特复数空间下的标准正交基，犖 表示系统

的能级（或者量子比特的数目）。由于犗是酉矩阵，

把式（２）带入式（３）可以得到τ＝ｅ－ｉφ
︵
犘 ，即当实际演

化矩阵犝 与目标演化矩阵犗 的关系满足式（２）时，

系统取得最优解。同时，由于虚部表征演化角度的

变化对终点位置没有影响，所以选取式（３）的实部来

定义性能指标：

犑Ｒ ＝Ｒｅ［τ］＝Ｒｅ［∑
犖

狀＝１

〈φ狘^犗
犝^狘φ〉］ （４）

　　对式（４）进行化简，设φｄ 为目标状态，φ０ 为初

始状态。这里φ０ 、φｄ 均为给定的系统初始状态和

最终状态，ψ犜 为系统实际的最终状态。将公式（４）

中的右半部分 〈φ０狘^犗
犝^狘φ０〉展开，有如下变换：

‖〈φ０狘犗
＾
犝
＾

狘φ０〉‖ ＝ ‖〈φｄ狘ψ犜〉‖
２
＝ 　　

〈ψ犜狘φｄ〉〈φｄ狘ψ犜〉＝ 〈ψ犜狘犘狘ψ犜〉 （５）

性能指标写为：

犑犚 ＝ 〈ψ犜狘犘狘ψ犜〉 （６）

当ψ犜 ＝φｄ 时，系统性能指标极大，取得最优解。

在选取性能指标时，还要考虑控制场能量问题，

同样的控制目标下，控制场能量越小越好，故性能指

标第二部分选取能量最优性能指标，如式（１）所示。

为了更好的约束性能指标，引入关于薛定谔方

程的拉格朗日乘子。这里引入拉格朗日乘式，同时

也为后续的迭代做准备，其运算结果如下：

犔＝Ｒｅ［∫
犜

０
狘χ〉（ｉ犺狘


ψ〉－犎狘ψ〉）ｄ狋］ （７）

式中，犎 为哈密顿量，犺为普朗克常量；ψ表示量子

状态，ψ表示ψ的导数；狘χ〉也表示量子状态，但是

以拉格朗日乘子形式存在。经以上分析，综合式（４）

～式（７），最终得到两能级量子系统基于数值迭代最

优控制的性能指标：

犑＝犑Ｒ－狇犑２－犔 （８）

式中，狇为权重系数。当式（８）取其极大值时，系统

获得最优控制的解。对于式（８），首先要满足犑Ｒ 取

极大值，并且系统消耗能量最小，即犑２ 取极小值，并

使得整体性能指标式（８）取极大值。针对以上性能

指标，本文将对一类两能级量子系统的最优控制量
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及其求解进行分析与讨论。

２　基于数值迭代的最优性求解

２．１　变量与性能指标的关系

本文给定一个自旋１／２的两能级量子系统，其

哈密顿量为：犎＝犎０＋犎１狌（狋），犎０ 为系统内部哈

密顿量，描述了量子系统内部相互作用的变化，犎１

为系统外部哈密顿量，描述了量子系统在外部控制

场作用下的情况，狌（狋）为控制量。对于该系统其性

能指标选取为：

犑＝ 〈ψ犜狘犘φｄ狘ψ犜〉－狇∫
犜

０
狌２（狋）－　　　　

Ｒｅ［∫
犜

０
狘χ〉（ｉ犺狘


ψ〉－（犎０＋犎１狌（狋）））ｄ狋］ （９）

在选用磁场为控制场时，控制量狌（狋）表示控制场的

磁场强度，犘φｄ 为当系统状态为φｄ 时的投影算符。

控制目标即为求取使得性能指标犑极大的控制量

狌（狋），此时狌（狋）即为系统的最优控制解。

针对以上问题，根据变分法首先对犑进行变分，

分别得到系统的状态方程、协态方程（或伴随方程）、

耦合方程：

ｉ犺


狋
狘ψ〉＝ （犎０＋犎１狌（狋））狘ψ〉 （１０）

ｉ犺


狋
狘χ〉＝ （犎０＋犎１狌（狋））狘χ〉 （１１）

狌（狋）＝－狇Ｉｍ［〈χ狘犎１狘ψ〉］ （１２）

满足式（１０）～式（１２）中狘ψ〉、狘χ〉、狌（狋）的解便是使

式（９）取得极大值的最优解。将式（１２）带入式（１０）、

式（１１）得到：

ｉ犺


狋
狘ψ〉＝犎０狘ψ〉－犎１狘ψ〉Ｉｍ［〈χ狘犎１狘ψ〉］

（１３）

ｉ犺


狋
狘χ〉＝犎０狘χ〉－犎１狘χ〉Ｉｍ［〈χ狘犎１狘ψ〉］

（１４）

式（１３）及式（１４）是关于系统状态狘ψ〉和拉格朗日

乘子狘χ〉的薛定谔方程，满足式（１３）及式（１４）的

狘ψ〉是系统最优演化轨迹，所以对式（１３）及式（１４）

进行迭代：

１）取任意输入狌０（狋），代入式（１０），求得在初始

输入下的系统状态狘ψ０〉，这里狌０（狋）的取值对于后

续的迭代没有影响；

２）将狘ψ０〉带入式（１４）求得拉格朗日乘子

狘χ１〉：

ｉ犺


狋
狘χ１〉＝犎０狘χ１〉－

犎１狘χ１〉Ｉｍ［〈χ１狘犎１狘ψ０〉］ （１５）

　　３）将狘χ１〉带入式（１３）求得系统状态狘ψ１〉：

ｉ犺


狋
狘ψ１〉＝犎０狘ψ１〉－

犎１狘ψ１〉Ｉｍ［〈χ１狘犎１狘ψ１〉］ （１６）

　　４）将狘ψ１〉代入式（１４）求得拉格朗日乘子

狘χ２〉；

５）将狘χ２〉代入式（１３）求得系统状态狘ψ２〉。

反复进行步骤４）、５），进行拉格朗日乘子狘χ〉

和系统状态狘ψ〉的互相迭代，直到完成预定的迭代

次数。

对迭代过程需要说明的是，第一步中系统状态

狘ψ〉的初始状态取狘ψ０〉＝φ０ ，为给定已知量；拉格

朗日乘子每一次迭代的约束条件为狘χ〉＝犘φｄ狘ψ犜〉

。完成犖 次迭代后得到的拉格朗日乘子为狘χ
犖〉，

系统状态为狘ψ
犖〉，得到的最优控制场为：

狌犖（狋）＝－
１

狇
Ｉｍ［〈χ

犖
狘犎１狘ψ

犖〉］ （１７）

２．２　数值迭代求解步骤

在设计迭代算法时，需要考虑以下几点：

１）微分方程的迭代是一个整体连续的迭代，所

以在设计算法时要以整个迭代方程组为一个系统，

不能单步求解后带入下步微分方程进行迭代；

２）关于拉格朗日乘子狘χ〉的微分方程实际上

是一个终值微分方程，处理时需要将时间狋倒置，这

时所求得的终值实际上是狘χ〉的初值狘χ（０）〉。

综合以上两点，迭代算法采用离散差分的方法

求解最为有效。

对式（１０）、式（１３）及式（１４）离散化有：

ｉ犺ψ
狀＋１
－ψ

狀

Δ狋
＝ ［犎０＋犎１狌

狀（狋）］ψ
狀 （１８）

χ
狀
＝χ

狀＋１
＋ｉΔ狋·犳（狋

狀＋１；ψ
狀＋１；χ

狀＋１） （１９）

ψ
狀＋１
＝ψ

狀
－ｉΔ狋·犵（狋

狀；ψ
狀；χ

狀） （２０）

　　其中，犳（·）和犵（·）分别表示迭代步长的梯度。

算法的流程如图１所示。

首先任意给定一个初始控制场，带入式（１８）

得到一组离散的系统状态 （ψ
１
０，ψ

２
０，…，ψ

狀＋１
０ ），将得

到的状态带入式（１９）得到一组倒置的离散的拉格

朗日乘子 （χ
狀＋１
１ ，χ

狀
１，…，χ

１
１），继续带入式（２０）得到

第一次迭代后的系统状态 （ψ
１
１，ψ

２
１，…，ψ

狀＋１
１ ），然后

将第一次迭代后的系统状态再带入式（１９）进行第

二次迭代，如此反复迭代直到达到迭代次数为止。

初始给定的控制场在算法中相当于给系统一个初

始输入来激活系统，后续的控制与初始给定的控

制场无关。

９　谢国，等：基于数值迭代的两能级封闭量子系统最优控制　



图１　数值迭代算法流程图

Ｆｉｇ．１　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｔｅｒａｔｉｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ
　

３　数值仿真

给定一个电子自旋１／２模型作为两能级封闭量

子系统仿真对象，其哈密顿量满足犎＝犎０＋犎１狌，

由于是电子自旋模型，故内外哈密顿量选取为泡利

矩阵：

犎０ ＝
０．５ ０

０ －０．（ ）５ 　　犎１ ＝
０ ０．５

０．（ ）５ ０

则系统满足薛定谔方程为：

ｉ犺


狋
狘ψ〉＝ （犎０＋犎１狌（狋））狘ψ〉

式中，犺在仿真中取为１；系统的初始状态φ０ ＝

（ ）１ ０ Ｔ ，目标状态φｄ ＝ （ ）０ １ Ｔ ；待实现的控制

目标为使量子自旋方向反转。

３．１　迭代次数对控制的影响

初始控制场任意给定：狌０（狋）＝ｃｏｓ（０．５狋），假

设时间犜＝２００，权重系数狇＝１，通过改变迭代次

数观察迭代次数对系统的影响。

表１显示了性能指标、控制场变化范围及控制

误差随迭代次数变化的情况。

由运行结果可以看出，随着迭代次数增加，性能

指标明显增大，并最终稳定在１．６４８６附近；与此同

时，控制误差即 ‖φ犱－ψ犜‖
２逐渐减小，最终稳定在

０．１２左右；控制场稳定在－０．１２～０．１９的范围。

３．２　权重系数对控制的影响

初始控制场设置为狌０（狋）＝ｃｏｓ（０．５狋），控制时

间犜＝２００，迭代１００次。逐渐改变权重来分析权

重对系统性能指标的影响，其中权重的变化范围为

０～１。性能指标、控制场范围以及控制误差随权重

系数的变化如表２所示。

表１　时间固定情况下的数值分析

Ｔａｂ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｆｉｘｅｄｔｉｍｅｃａｓｅ

迭代
次数 性能指标犑 控制场变化范围 ‖φｄ－ψ犜‖

２

１０ １．６４５０ －０．１８１９～０．２９４９ ０．１８５８

１５ １．６４６８ －０．１７７６～０．２８８３ ０．１７９２

２０ １．６４７５ －０．１７３０～０．２８１０ ０．１７３７

２５ １．６４７８ －０．１６９２～０．２７４８ ０．１６９４

３０ １．６４８１ －０．１６５８～０．２６４９ ０．１６５７

３５ １．６４８２ －０．１６２８～０．２６４５ ０．１６２７

４０ １．６４８３ －０．１６００～０．２５９９ ０．１５９６

４５ １．６４８４ －０．１５７３～０．２５５６ ０．１５６９

５０ １．６４８４ －０．１５４８～０．２５１４ ０．１５４４

７０ １．６４８６ －０．１３５３～０．２１９０ ０．１４５０

９０ １．６４８６ －０．１３５３～０．２１９０ ０．１３６３

１１０ １．６４８６ －０．１２５３～０．２０２４ ０．１２８２

１２０ １．６４８６ －０．１２０２～０．１９３９ ０．１２４４

１３０ １．６４８６ －０．１１９２～０．１９０９ ０．１２２４

表２　权重变化时系统数值分析

Ｔａｂ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓｓｙｓｔｅｍｏｆｗｅｉｇｈｔｃｈａｎｇｅ

权重
系数 性能指标犑 控制场范围 ‖φｄ－ψ犜‖

２

０．０１ ２．１６６４ －１．５９６３～１．０４３２ ２．８３１０

０．０５ ２．０４２３ －０．８２６３～１．２８８４ １．７８３８

０．１ １．８９３３ －１．２６７０～０．９３０２ ０．３４６２

０．２ １．６５０３ －０．３０８４～０．３８０４ ０．１２７２

０．３ １．６４３１ －０．３９５５～０．５４０１ ０．１２３５

０．４ １．６４５４ －０．２３７６～０．３８７５ ０．２６０７

０．５ １．６４７２ －０．３６３１～０．５９３３ ０．５２４０

０．６ １．６４７９ －０．３６６５～０．５９９０ ０．５３３３

０．７ １．６４８３ －０．３２８３～０．５３５５ ０．５７４７

０．８ １．６４８５ －０．２６７４～０．４３５５ ０．３０８７

０．９ １．６４８６ －０．１９９５～０．３２４１ ０．２０４２

１．０ １．６４８６ －０．１３０４～０．２１０７ ０．１３２２

将表２所示数据表示为图２、图３所示的曲线。

其中，图２所示为系统性能指标随权重系数的变化

曲线，当权重系数逐渐增大时，系统性能指标呈减小

趋势，同样最终稳定在１．６４８６附近。图３所示为

系统误差随权重系数的变化曲线，由图可知，当权重

系数逐渐增大时，控制误差逐步减小。

０１ 　西安理工大学学报（２０１６）第３２卷第１期　



图２　性能指标随权重系数变化

Ｆｉｇ．２　Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘｖａｒｉｅｓｗｉｔｈｔｈｅｗｅｉｇｈｔｃｈａｎｇｅ
　

图３　控制误差随权重系数变化

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｔｒｏｌｅｒｒｏｒｗｉｔｈｗｅｉｇｈｔ
　

综合上述仿真结果可知，当权重系数和控制时

间都确定时，随着迭代次数的增大，系统性能指标逐

渐增大并最终稳定在１．６４８６附近，控制场的变化

范 围 随 着 迭 代 次 数 的 增 大 而 减 小，控 制 误 差

‖φｄ－ψ犜‖
２ 随迭代次数的增大而减小，这种误差

的变化与提出的性能指标相符合，迭代次数的增加

会使系统获得更优的控制解；第二组仿真固定迭代

次数和控制时间，当权重系数增大时，性能指标呈现

减小趋势并稳定在１．６４８６附近，虽然性能指标减

小，但是控制场范围随着权重系数的增大而缩小，并

且控制误差 ‖φｄ－ψ犜‖
２ 随着权重的增大而减小。

４　结　论

本文研究了基于数值迭代的两能级封闭量子系

统最优控制，并采用数值仿真的方法对自旋１／２模

型的数值迭代最优控制法进行了验证。理论分析指

出，当系统性能指标最大时，所得控制解即为最优控

制解。在此基础上，对性能指标进行变分，得到了最

优控制的解空间，并设计了最优解的数值迭代方法，

获得了最优控制解。仿真结果验证了控制算法的可

行性，并对系统的性能指标显示出了良好的跟随性

和约束性。
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