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一类双时滞食饵捕食者模型的Ｈｏｐｆ分支

高杏杏，胡志兴，廖福成
（北京科技大学 数理学院，北京１０００８３）

摘要：研究了一类具有双时滞及比率依赖功能性反应函数的食饵捕食者模型。运用稳定性理论，

分析了唯一的正平衡点在不同时滞状况下的稳定性，探讨了Ｈｏｐｆ分支的存在性，最后通过数值模

拟验证了结论。
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　　食饵捕食者模型是种群动力学中的重要分支，

对其进行研究具有很大的实际意义。由于在自然界

中，捕食关系受时滞的影响很大，因此，我们在相应

的模型中也应充分考虑时滞的作用，如文献［１］～

［２］。此外，近年来，越来越多的生物学研究表明，

具有比率依赖的功能性反应函数往往更符合自然界

中的实际情况。所谓比率依赖，即反应函数不仅与

食饵的数量有关，还与捕食者的数量有关。在大多

数情况下，尤其是捕食者必须寻找共享或竞争的食

物时，更为合适的捕食率应是食饵与捕食者种群密

度比值的函数，即依赖于比率的功能反应函数［３］，如

文献［３］～［５］均采用了具有比率依赖的功能反应函

数，关于比率依赖的进一步阐述可参见文献［６］。另

外，文献［７］～［８］均在基本的ＬｅｓｌｉｅＧｏｗｅｒ模型基

础上进行研究，认为捕食者的种群密度采取ｌｏｇｉｓｔｉｃ

形式增长，而最大环境容纳量与食饵的种群密度成

比例。此外，本文也参考了文献［９］关于周期解的描

述。

在文 献［１］中，研 究 了 一 类 无 量 纲 化 后 的

ＬｅｓｌｉｅＧｏｗｅｒ模型：

ｄ犖（狋）

ｄ狋
＝犖（狋－τ）１－犖（狋－τ［ ］）－

犖（狋－τ）犘（狋）

犖（狋－τ）＋α犘（狋）

ｄ犘（狋）

ｄ狋
＝β犘（狋－τ）δ－

犘（狋－τ）

犖（狋－τ［ ］
烅

烄

烆 ）

（１）

式中，犖（狋）、犘（狋）分别表示狋时刻食饵与捕食者的

种群密度，α、β、δ均为正常数，τ为食饵与捕食者的

时滞。

一 方 面，我 们 将 功 能 反 应 函 数 变 为 具 有

ＨｏｌｌｉｎｇＩＩＩ型比率依赖的反应函数；另一方面，考虑

到τ的含义不同，即建立双时滞更为合理，因此，可

建立如下模型：

ｄ狌（狋）

ｄ狋
＝狉１狌（狋－τ１）１－

狌（狋－τ１）［ ］犓
－
犪狌２（狋－τ１）狏（狋）

狌２（狋－τ１）＋犫狏
２（狋）

ｄ狏（狋）

ｄ狋
＝狉２狏（狋－τ２）１－

狏（狋－τ２）

犮狌（狋－τ２［ ］
烅

烄

烆 ）

（２）

式中，狌（狋）、狏（狋）分别表示狋时刻的食饵与捕食者的

种群密度；狉１、狉２ 分别为食饵与捕食者的内禀增长

００１ 　西安理工大学学报ＪｏｕｒｎａｌｏｆＸｉ’ａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（２０１６）Ｖｏｌ．３２Ｎｏ．１　



率；犓 为食饵生长的环境最大容纳量；犮为捕食者

的环境最大容纳量与食饵种群密度的比例系数；犪、犫

均为功能性反应函数中的系数；τ１、τ２ 分别表示食饵

自身增长的负反馈时滞和捕食者的成熟时滞；狉１、

狉２、犪、犫、犮均为正常数。

做以下变换，对式（２）进行无量纲化：

狌
－

＝
狌
犓
，狏
－

＝狏，狋
－

＝狉１狋，τ１＝狉１τ１，τ２＝狉１τ２，

犺＝
犫

犓２
，犿＝

犪
犓狉１

，狇＝犮犓，狉＝
狉２
狉１犮犓

为表述方便，依然以狌、狏、狋、τ１、τ２ 分别来代替

狌
－

、狏
－

、狋
－

、τ１、τ２，可得模型：

ｄ狌（狋）

ｄ狋
＝狌（狋－τ１）１－狌（狋－τ１［ ］）－

犿狌２（狋－τ１）狏（狋）

狌２（狋－τ１）＋犺狏
２（狋）

ｄ狏（狋）

ｄ狋
＝狉狏（狋－τ２）狇－

狏（狋－τ２）

狌（狋－τ２［ ］
烅

烄

烆 ）

（３）

式中，犿、犺、狉、狇均为正常数。

１　正平衡点的稳定性及Ｈｏｐｆ分支的存在性

考虑到模型的生态学意义，我们主要研究正平

衡点犈的稳定性状况。

容易计算，若满足式（４）：

犿狇＜１＋犺狇
２ （４）

则式（３）存在唯一的正平衡点犈（狌，狏），其

中狌＝１－
犿狇
１＋犺狇

２
，狏＝狇狌。

进一步计算，得到式（３）在犈（狌，狏）处的线

性近似方程：

ｄ狌（狋）

ｄ狋
＝犃１狌（狋－τ１）＋犃２狏（狋）

ｄ狏（狋）

ｄ狋
＝犃３狌（狋－τ２）＋犃４狏（狋－τ２

烅

烄

烆
）

（５）

其中：

犃１＝－１＋
２犿狇

（１＋犺狇
２）２
，犃２＝

犿（犺狇
２－１）

（１＋犺狇
２）２
，

犃３＝狉狇
２，犃４＝－狉狇

则式（５）的特征方程为：

λ
２－（犃１ｅ

－λτ１＋犃４ｅ
－λτ２）λ＋犃１犃４ｅ

－λ（τ１＋τ２
）
－

犃２犃３ｅ
－λτ２＝０ （６）

其中λ为特征值。

情形１　当τ１＝τ２＝０时，特征方程式（６）可化

为：

λ
２－（犃１＋犃４）λ＋犃１犃４－犃２犃３＝０

其中

犃１＋犃４＝－１－狉狇＋
２犿狇

（１＋犺狇
２）２

犃１犃４－犃２犃３＝
狉狇
１＋犺狇

２
（１＋２犺狇

２＋犺２狇
４－犿狇－犿犺狇

３）

因此，若满足式（４）及

－１－狉狇＋
２犿狇

（１＋犺狇
２）２＜０

（７）

１＋２犺狇
２＋犺２狇

４－犿狇－犿犺狇
３
＞０ （８）

则犃１＋犃４＜０且犃１犃４－犃２犃３＞０，即特征方程

的两根均具有负实部，故模型在犈渐近稳定。

情形２　当τ１＞０，τ２＝０时，特征方程式（６）可

化为：

λ
２－犃１ｅ

－λτ１λ＋犃１犃４ｅ
－λτ１＝０ （９）

令λ＝ｉω１（ω１＞０）是该方程的根，分离实部与虚

部可得：

犃１犃４ｃｏｓω１τ１－犃１ω１ｓｉｎω１τ１＝ω
２
１

犃１ω１ｃｏｓω１τ１＋犃１犃４ｓｉｎω１τ１
烅
烄

烆 ＝０
（１０）

两边分别平方后相加可得：

ω
４
１－犃

２
１ω
２
１－犃

２
１犃

２
４＝０

显然，该式有唯一正根ω１０，并满足：

ω
２
１０＝
犃２１＋ 犃２１＋４犃

２
１犃槡

２
４

２

化简式（１０）可得：

τ１犽＝
１

ω１０
ａｒｃｔａｎ

－ω１０
犃４

＋犽｛ ｝π ，犽＝０，１，２，…
取τ１犽＝τ１０，验证横截条件。令式（９）对τ１ 求

导，则：

２λ
ｄλ
ｄτ１
＋ｅ－λτ１（－犃１

ｄλ
ｄτ１
）＋（犃１犃４－犃１λ）ｅ

－λτ１（－
ｄλ
ｄτ１
τ１－λ）＝０

ｄλ
ｄτ（ ）
１

－１

＝
２λ－犃１ｅ

－λτ１

λ（犃１犃４－犃１λ）ｅ
－λτ１
－
τ１

λ

Ｒｅ
ｄλ
ｄτ（ ）
１

－１

τ１＝τ１０

＝Ｒｅ
２λ－犃１ｅ

－λτ１

λ（犃１犃４－犃１λ）ｅ
－λτ［ ］１

τ１＝τ１０

＝

犃１
２
ω
２
１０＋２犃１

２犃４
２

犃１
２
ω
４
１０＋犃１

２犃４
２
ω
２
１０

＝
ω
２
１０＋２犃４

２

ω
４
１０＋犃４

２
ω
２
１０

＞０

定理１　当τ１＞０，τ２＝０并满足式（４）、式（７）、

式（８）时，若τ１∈［０，τ１０），则模型在犈 处局部渐近

稳定；若τ１＞τ１０，则模型在犈处不稳定。模型在τ１

＝τ１０处出现 Ｈｏｐｆ分支。

情形３　当τ２＞０，τ１＝０时，特征方程式（６）可

化为：

λ
２－犃１λ＋ｅ

－λτ２（犃１犃４－犃２犃３－犃４λ）＝０ （１１）

令λ＝ｉω２（ω２＞０）是该方程的根，分离实部与虚

部可得：

（犃１犃４－犃２犃３）ｃｏｓω２τ２－犃４ω２ｓｉｎω２τ２＝ω
２
２

（犃１犃４－犃２犃３）ｓｉｎω２τ２＋犃４ω２ｃｏｓω２τ２＝－犃１ω
烅
烄

烆 ２

（１２）

两边分别平方后相加可得：

１０１　高杏杏，等：一类双时滞食饵捕食者模型的 Ｈｏｐｆ分支　



ω
４
２＋（犃

２
１－犃

２
４）ω

２
２－（犃１犃４－犃２犃３）

２＝０

显然，该式有唯一正根ω２０，并满足：

ω
２
２０＝

（犃２１－犃
２
４）＋ （犃２１－犃

２
４）
２＋４（犃１犃４－犃２犃３）槡

２

２

化简式（１２）可得：

τ２犽＝
１

ω２０
ａｒｃｃｏｓ

－犃２犃３ω
２
２０

（犃１犃４－犃２犃３）
２＋犃２４ω

２
２０

＋２犽｛ ｝π
犽＝０，１，２，…

取τ２犽＝τ２０。验证横截条件。令式（１１）对τ２ 求

导，则：

ｄλ
ｄτ（ ）
２

－１

＝
２λ－犃１－犃４ｅ

－λτ２

λ（犃１犃４－犃２犃３－犃４λ）ｅ
－λτ２
－
τ２

λ

Ｒｅ
ｄλ
ｄτ（ ）
２

－１

τ２＝τ２０

＝

Ｒｅ
２λ－犃１－犃４ｅ

－λτ２

λ（犃１犃４－犃２犃３－犃４λ）ｅ
－λτ［ ］２

τ２＝τ２０

＝

ω
４
２０＋（犃１犃４－犃２犃３）

２

犃２４ω
４
２０＋（犃１犃４－犃２犃３）

２
ω
２
２０

＞０

定理２　当τ２＞０，τ１＝０并满足式（４）、式（７）、

式（８）时，若τ２∈［０，τ２０），则模型在犈 处局部渐近

稳定；若τ２＞τ２０，则模型在犈处不稳定。模型在τ２

＝τ２０处出现 Ｈｏｐｆ分支。

情形４　当τ１＝τ２＝τ＞０时，特征方程式（６）可

化为：

λ
２－ｅ－λτ λ（犃１＋犃４）＋犃２犃［ ］３ ＋犃１犃４ｅ

－２λτ＝０

两边同时乘以ｅλτ，即：

λ
２ｅλτ－（犃１＋犃４）λ－犃２犃３＋犃１犃４ｅ

－λτ＝０（１３）

令λ＝ｉω（ω＞０）是该方程的根，分离实部与虚

部可得：

（犃１犃４－ω
２）ｃｏｓωτ＝犃２犃３

（犃１犃４＋ω
２）ｓｉｎωτ＝－（犃１＋犃４）

烅
烄

烆 ω
（１４）

两边分别平方后相加可得：

ω
８＋犪′ω

６＋犫′ω
４＋犮′ω

２＋犱′＝０ （１５）

其中：

犪′＝－（犃１＋犃４）
２，犫′＝２（犃１＋犃４）

２犃１犃４－

２犃２
１
犃２
４
－犃２

２
犃２
３
，

犮′＝－ ２犃１犃
２
２犃

２
３犃４＋（犃１＋犃４）

２犃２１犃［ ］２４ ，

犱′＝犃２１犃
２
４（犃

２
１犃

２
４－犃

２
２犃

２
３）

为方便计算，令狌＝ω２，则式（１５）可进一步化简

为：

狌４＋犪′狌３＋犫′狌２＋犮′狌＋犱′＝０ （１６）

若满足：

犿狇（１＋犺狇
２）＜１＋２犺狇

２＋犺２狇
４
＜犿狇（３－犺狇

２）（１７）

则犃１犃４＋犃２犃３＜０，犃１犃４－犃２犃３＞０，得到犱′

＜０，故式（１６）显然至少有一个正根，为不失一般

性，不妨设式（１６）有４个正根狌犻（犻＝１、２、３、４），ω犻＝

狌槡犻。则：

τ
（犽）
犻 ＝

１

ω犻
ａｒｃｃｏｓ

犃２犃３
犃１犃４－ω

２
犻

＋２犽｛ ｝π ，犽＝０，１，２，…
令ｍｉｎτ

（０）
犻 ＝τ

０
犻＝τ０，相应的ω犻０＝ω０，犻＝１、２、３、４。

下面来验证横截条件。对式（１３）两边关于τ求

导，得：

２λ
ｄλ
ｄτ
ｅλτ＋λ

２ｅλτ（
ｄλ
ｄτ
τ＋λ）－（犃１＋犃４）

ｄλ
ｄτ
＋

犃１犃４ｅ
－λτ（－

ｄλ
ｄτ
τ－λ）＝０

ｄλ
ｄ（ ）τ

－１

＝
２λｅ

λτ－（犃１＋犃４）

λ（犃１犃４ｅ
－λτ－λ

２ｅλτ）
－
τ
λ

Ｒｅ
ｄλ
ｄ（ ）τ

－１

τ＝τ０

＝

Ｒｅ
２λｅ

λτ－（犃１＋犃４）

λ（犃１犃４ｅ
－λτ－λ

２ｅλτ｛ ｝） τ＝τ０

＝

－狑狀＋２犳ω０ｃｏｓω０τ０
狑２＋犳

２

其中：

狑＝ω０（犃１犃４－ω
２
０）ｓｉｎω０τ０

犳＝ω０（犃１犃４＋ω
２
０）ｃｏｓω０τ０

狀＝犃１＋犃４－２ω０ｓｉｎω０τ０

因此，若满足式（１８）：

－狑狀＋２犳ω０ｃｏｓω０τ０≠０ （１８）

则有Ｒｅ
ｄλ
ｄ（ ）τ

－１

τ＝τ０

≠０。

定理３　当τ１＝τ２＝τ≠０并满足式（４）、式（７）、

式（８）、式（１７）、式（１８）时，若τ∈［０，τ０），则模型在

犈处局部渐近稳定；若τ＞τ０，则模型在犈 处不稳

定。模型在τ＝τ０ 处出现 Ｈｏｐｆ分支。

情形５　当τ１＞０，τ２＞０，τ１≠τ２ 时，考虑τ１ 在

稳定的区间，τ２ 为参数。为不失一般性，在情形２

中考虑式（３）。特征方程式（６）可化为：

λ
２－犃１λｅ

－λτ１－ｅ－λτ２（犃４λ＋犃２犃３）＋

犃１犃４ｅ
－λ（τ１＋τ２

）
＝０ （１９）

令λ＝ｉω２（ω２＞０）是该方程的根，分离实部与虚

部可得：

－犵ｓｉｎω２τ２＋犎ｃｏｓω２τ２＝ω
２
２＋犃１ω２ｓｉｎω２τ１

犵ｃｏｓω２τ２＋犎ｓｉｎω２τ２＝犃１ω２ｃｏｓω２τ
烅
烄

烆 １

（２０）

其中：

犵＝犃４ω２＋犃１犃４ｓｉｎω２τ１，犎＝犃２犃３－犃１犃４ｃｏｓω２τ１

两边分别平方后相加可得：

犳１（ω２）＋２犳２（ω２）ｓｉｎω２τ１＋

２犃１犃２犃３犃４ｃｏｓω２τ１＝０ （２１）

其中：

犳１（ω２）＝ω
４
２＋（犃

２
１－犃

２
４）ω

２
２－（犃

２
１犃

２
４＋犃

２
２犃

２
３）
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犳２（ω２）＝犃１ω
３
２－犃１犃

２
４ω２

令：

犌（ω２）＝犳１（ω２）＋２犳２（ω２）ｓｉｎω２τ１＋

２犃１犃２犃３犃４ｃｏｓω２τ１

显然，若满足式（２２）：

２犃１犃２犃３犃４－（犃
２
１犃

２
４＋犃

２
２犃

２
３）＜０ （２２）

则犌（０）＜０，ｌｉｍ
ω２→＋

!

犌（ω２）→＋!

，即式（２１）至少

有有限正根ω２１，ω２２，…，ω２犼。对每一固定的ω２犻（犻＝

１，２，…，犼），由 式（２０）可 求 出 相 应 的τ
（犽）

２犻
（见 式

（２３））。

令τ＝ｍｉｎ｛τ
（犽）

２犻
｝，相应的ω２犻＝ω。

验证横截条件。令式（１９）对τ２ 求导，可得式

（２４）。

τ
（犽）

２犻
＝
１

ω２
烅
烄

烆犻
ａｒｃｃｏｓ

（ω
２
２犻＋犃１ω２犻ｓｉｎω２犻τ１）犎＋（犃１ω２犻ｃｏｓω２犻τ１）犵

犵
２＋犎２

＋２犽烍
烌

烎
π ，犽＝０，１，２，… （２３）

２λ
ｄλ
ｄτ２
－犃１（

ｄλ
ｄτ２
ｅ－λτ１－λτ１

ｄλ
ｄτ２
ｅ－λτ１）－ 犃４

ｄλ
ｄτ２
ｅ－λτ２－（犃４λ＋犃２犃３）ｅ

－λτ２（ｄλ
ｄτ２
τ２＋λ［ ］）＋

犃１犃４ｅ
－λ（τ１＋τ２

）
－
ｄλ
ｄτ２
（τ１＋τ２）－［ ］λ ＝０ （２４）

ｄλ
ｄτ（ ）
２

－１

＝
２λ－犃１ｅ

－λτ１－犃４ｅ
－λτ２＋τ１［犃１λｅ

－λτ１－犃１犃４ｅ
－λ（τ１＋τ２

）］

λ［犃１犃４ｅ
－λ（τ１＋τ２

）
－ｅ－λτ２（犃４λ＋犃２犃３）］

－
τ２

λ
（２５）

Ｒｅ
ｄλ
ｄτ（ ）
２

－１

τ２＝τ

＝Ｒｅ

２λ－犃１ｅ
－λτ１－犃４ｅ

－λτ２＋τ１［犃１λｅ
－λτ１－犃１犃４ｅ

－λ（τ１＋τ２
）］

λ［犃１犃４ｅ
－λ（τ１＋τ２

）
－ｅ－λτ２（犃４λ＋犃２犃３｛ ｝）］ τ２＝τ


＝
犘狓＋犙狔

ω
（狓２＋狔

２）

（２６）

其中：

狓＝犃１犃４ｓｉｎω
（τ１＋τ

）＋犃４ω
ｃｏｓω


τ
－犃２犃３ｓｉｎω


τ


狔＝犃１犃４ｃｏｓω
（τ１＋τ

）－犃２犃３ｃｏｓω

τ
－犃４ω

ｓｉｎω

τ


犘＝犃１τ１ ω
ｓｉｎω


τ１－犃４ｃｏｓω

（τ１＋τ
［ ］）－

犃１ｃｏｓω

τ１－犃４ｃｏｓω


τ


犙＝犃１τ１ ω
ｃｏｓω


τ１＋犃４ｓｉｎω

（τ１＋τ
［ ］）＋

２ω
＋犃１ｓｉｎω


τ１＋犃４ｓｉｎω


τ


因此，若满足式（２７）：

犘狓＋犙狔≠０ （２７）

则

Ｒｅ
ｄλ
ｄτ（ ）
２

－１

τ２＝τ

≠０

定理４　当τ１＞０，τ２＞０，τ１≠τ２ 并满足条件式

（４）、式（７）、式（８）、式（２２）、式（２７）时，固定τ１∈

［０，τ１０），若τ２∈［０，τ），则模型在犈处局部渐近稳

定；若τ２＞τ，则模型在犈处不稳定。模型在τ２＝

τ
处出现 Ｈｏｐｆ分支。

２　数值模拟

在本节，利用 ＭＡＴＬＡＢ对以上各种不同的时

滞情况进行了数值模拟，并验证了相应定理。

情形２　τ１＞０，τ２＝０。取犿＝１，狇＝１，犺＝３，

狉＝０．３。满足定理１的条件，计算可得临界值τ１０＝

１．３６４４。图１和图２分别为τ１＜τ１０和τ１＞τ１０时，解

的相图。

图１　τ１＝１．３＜τ１０时模型在犈处稳定

Ｆｉｇ．１　犈
ｉｓｓｔａｂｌｅｗｈｅｎτ１＝１．３＜τ１０　

图２　τ１＝１．９＞τ１０时模型在犈处经历 Ｈｏｐｆ分支

Ｆｉｇ．２　犈
ｕｎｄｅｒｇｏｅｓＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｗｈｅｎτ１＝１．９＞τ１０

　

　　情形３　τ２＞０，τ１＝０。取犿＝１，狇＝１，犺＝３，

狉＝０．３。满足定理２的条件，计算可得临界值τ２０＝

６．１９３０。图３和图４分别为τ２＜τ２０和τ２＞τ２０时解

的相图。
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图３　τ２＝６．０＜τ２０时模型在犈处稳定

Ｆｉｇ．３　犈
ｉｓｓｔａｂｌｅｗｈｅｎτ２＝６．０＜τ２０　

图４　τ１＝６．３＞τ２０时模型在犈处经历 Ｈｏｐｆ分支

Ｆｉｇ．４　犈
ｕｎｄｅｒｇｏｅｓＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｗｈｅｎτ１＝６．３＞τ２０

　

　　情形４　τ１＝τ２＝τ＞０。取犿＝０．５，狇＝１，犺＝

０．０５，狉＝０．１。满足定理３的条件，计算可得临界

值τ０＝２．７８０１。图５和图６分别为τ＜τ０ 和τ＞τ０

时解的相图。

图５　τ＝２．７＜τ０ 时模型在犈处稳定

Ｆｉｇ．５　犈
ｉｓｓｔａｂｌｅｗｈｅｎτ＝２．７＜τ０，

　

图６　τ＝２．９＞τ０ 时模型在犈处经历 Ｈｏｐｆ分支

Ｆｉｇ．６　犈
ｕｎｄｅｒｇｏｅｓＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｗｈｅｎτ＝２．９＞τ０

　

情形５　当τ１＞０，τ２＞０，τ１≠τ２。取犿＝１，狇＝

１，犺＝３，狉＝０．３，τ１＝０．５∈［０，τ１０）。满足定理４

的条件，计算可得临界值τ＝５．９８１１。图７和图８

分别为τ＜τ和τ＞τ时解的相图。

图７　τ＝５．９＜τ时模型在犈处稳定

Ｆｉｇ．７　犈
ｉｓｓｔａｂｌｅｗｈｅｎτ＝５．９＜τ 　

图８　τ＝６．３＞τ时模型在犈处经历 Ｈｏｐｆ分支

Ｆｉｇ．８　犈
ｕｎｄｅｒｇｏｅｓＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｗｈｅｎτ＝６．３＞τ


　

３　结　论

本文研究了一类具有双时滞的食饵捕食者模

型。与原有的单时滞模型相比，它区分食饵与捕食

者的成熟时滞，即建立双时滞，这显然更合理；此外，

本文采用了比率依赖型功能反应函数，即反应函数

不仅与食饵的数量有关，也与捕食者的数量有关，这

更符合自然界的实际情况。通过以上分析，首先得

到了模型存在的唯一正平衡点；其次讨论了它在不

同时滞情况下的稳定性状况，得到了其产生 Ｈｏｐｆ

分支的条件；最后进行了数值模拟，验证了文中的各

个定理。研究表明：时滞的变化对于种群的生长具

有很大影响，一旦超越临界时滞，模型就会经历

Ｈｏｐｆ分支，产生周期解。文章最终将有助于我们更

好地理解自然界中的捕食关系，研究种群的实际生

长情况。
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