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温度变化对固支FGM 输流管道横向振动的影响

郭　静,王忠民
(西安理工大学 土木建筑工程学院,陕西 西安 ７１００４８)

摘要:在温度变化的影响下,对两端固支约束的功能梯度材料(FGM)输流管道系统,基于 Hamilton
原理,引入无量纲量,推导了温度变化影响的FGM 输流管道的运动微分方程.运用辛方法求解了

两端固支的FGM 输流管道横向振动问题.数值计算结果分析表明,在不超过临界速度的情况下,
输流管道振动的复频率虚部随着流速和无量纲温度轴力的增加而减小,挠度响应幅值和响应周期

随着无量纲温度轴力的增加而增大.
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Effectoftemperaturevariationontransversevibrationoftheclampedpipe
conveyingfluidmadeoffunctionallygradedmaterials

GUOJing,WANGZhongmin
(SchoolofCivilEngineeringandArchitecture,Xi’anUniversityofTechnology,Xi’an７１００４８,China)

Abstract:BasedontheHamiltonprinciple,dimensionlessquantitiesareintroducedintotheeffect
oftemperaturevariationontransversevibrationoftheclampedpipeconveyingfluidmadeoffuncＧ
tionallygradedmaterials(FGM)．ThedifferentialequationstothemotionofFGMconveyingpipe
affectedbytemperaturechangesareobtained．Then,thesymplecticmethodisemployedtosolve
thethermaltransversevibrationproblemofFGMpipeconveyingfluidwithbothendsclamped．
Thenumericalresultsshowthattheimaginarypartofthecomplexfrequencyofthevibrationof
pipeconveyingfluiddecreaseswiththeincreaseoftheflowvelocityandthedimensionlesstemＧ
peratureaxialforceofthepipe．ThedeflectionresponseamplitudeandtheresponseperiodinＧ
creasewiththeincreaseofdimensionlesstemperatureaxialforce．
Keywords:functionallygradedmaterials;pipeconveyingfluid;symplecticmethod;transversevibration

　　管道是现代工业中最重要的一种载流装置,常
见的管道系统有城市供水的长距离管线、大规模集

中供暖系统、油田的长距离输油管线、核电站中的水

循环系统等,这些管道系统对国民经济以及人民生

活起着十分重要的作用.由于输流管道内的流体流

动方式以及两端支撑条件的多样性,会导致管道产

生横向复杂的动力学行为.流体流速越大,引起管

道的振动越明显,甚至当流速超过某一临界值时,管
道会发生屈曲失稳.同时,振动也是造成设备损坏、
结构失稳、寿命减少等的主要原因,所以,为了提高

管道系统的稳定性与安全性,输流管道动力学问题

的研究得到越来越多学者的广泛关注.

２００４年,Sarkar和Paidoussis[１]分析了悬臂梁、
两端支撑的输流直管的流固耦合的振动机理.李宝

辉[２]研究了管道固有频率、临界速度、临界压力与流

体压力、流速、管道固支长度之间的关系.He[３]等

利用线性和非线性热弹性理论分析了热载荷作用下

简支输流管道的振动稳定性问题.宋日新[４]基于复

合材料的细观力学方法,采用等应变理论,对功能梯

度圆筒进行了受热荷载下和受内压下的弹性理论和

数值分析.Kadoli[５]和 Haddadpour[６]研究了特定

温度边界条件下的功能梯度圆柱壳热屈曲和自由振
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动特性,给出了不同结构边界条件下,温度改变对壳

体最小自振频率的影响.叶曦[７]基于经典壳体理

论,推导了温度场作用下功能梯度材料圆柱壳自由

振动方程,研究了沿厚度方向不同温度分布对功能

梯度壳体频散特性的影响.Wu[８]等采用 Donnell
壳理论,对热弹性圆柱壳的稳定性进行了研究.周

军帅[９]将哈密顿体系引入到圆柱壳的热屈曲和热

机械载荷耦合的动态屈曲中,研究圆柱壳在热 机械

载荷耦合作用下的动态屈曲特性,分析讨论了影响

圆柱壳动态屈曲的主要因素.Wang等[１０]用辛方法

分析了等温条件下 FGM 输流管道的稳定性问题.
综合上述文献,在输流管道横向振动问题中,采用辛

方法分析温度影响下FGM 输流管道的动力特性还

比较少见.
本文基于 Hamilton原理,引入无量纲量,推导

了温度变化影响下的两端固支约束FGM 输流管道

的运动微分方程.通过引入对偶变量建立对偶体

系,在辛空间中描述正则方程和对应的边界条件,将
问题转化为哈密顿体系下的热本征值和本征解的问

题.通过数值计算,讨论了管道的一阶、二阶临界流

速以及在不超过临界流速的前提下温度轴力和流速

对 FGM 输流管道无量纲复频率和挠度 响 应 的

影响.

１　运动微分方程

两端固支的 FGM 输流管道及其坐标系oxyz
如图１所示,轴线方向为x轴,横向方向为z轴,与

xz平面垂直的方向为y 轴.假定管道长度为L,平
均半径为R (中环线处的半径),厚度为e,挠度为

w０ x,t( ) ,x方向位移为ux ,输流管道内部流体速

度为v０ ,液体的单位长度质量为ρf .将输流管道

系统置于温度变化为ΔT 的均匀温度场中.

图１　两端固支的FGM 输流管道

Fig．１　FGMpipeconveyingfluidwithbothendsclamped
　

FGM 输流管道材料由陶瓷和金属两种组分材

料复合而成,材料成分由管道内表面的纯陶瓷(径向

坐标n＝－e/２)沿管道厚度方向按照幂率规律变化

到管道外表面的纯金属(n＝e/２).材料属性Q
(泛指弹性模量E 、热膨胀系数α、热传导系数K 以

及管道质量密度ρ)与径向坐标n满足关系式[６]:

Qeff(n)＝ (Qc－Qm) ２n＋e
２e

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

＋Qm (１)

式中,下标c、m、eff分别表示陶瓷、金属材料以及中

间的过渡材料;k∈ [０,¥)为体积分数指数,k＝０
时为纯陶瓷材料,k→ ¥为纯金属材料.

材料的本构方程为:

σx ＝ Eeff

１－ν２(εx －αeffΔT) (２)

式中,εx ＝yκ,κ＝－∂２w０

∂x２ ;ν为泊松比.

管道弯矩值和轴力值的表达式为:

M ＝∫A
σxydA ＝C２２κ (３)

Nx ＝∫A
σxdA ＝∫A

Eeff

１－ν２(－αeffΔT)dA (４)

式中,A 为管道截面面积;

C２２ ＝∫A

Eeff

１－ν２y２dA ＝EmC２αk２ ;

∫A

Eeff

１－ν２εxdA ＝∫A
－ Eeff

１－ν２y
∂２w０

∂x２dA ＝０;

∫A

Eeff

１－ν２αeffΔTdA ＝C３Emαmαk３ΔT ;

C２ ＝ πR３
e

１－ν２ ;C３ ＝２C２

e
;

αk２ ＝１＋n３k
k＋１ ＋３１－n３( )n２

１
k＋２－ １

２k＋１( )
æ

è
ç

ö

ø
÷＋

　　３１－n３( )n２
２

１
k＋３－ １

k＋２＋ １
４k＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

　　 １
４n３n２

２;

αk３ ＝n２
(n４－１)(n３－１)

２k＋１ ＋n４－１
k＋１＋n３－１

k＋１＋１[ ]＋

　　n２
２ k(n４－１)(n３－１)

(２k＋１)(２k＋２)＋ kn４＋kn３－２k
２(k＋１)(k＋２)[ ];

n１ ＝ρc

ρm
;n２ ＝ e

R
;n３ ＝ Ec

Em
;n４ ＝αc

αm
.

输流管道的应变能密度为:

υ＝ １
２C２２k２－１

２N１
∂w０

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
(５)

其中,温度轴力值为:

N１ ＝∫A

Eeff

１－ν２αeffΔTdA ＝C３Emαmαk３ΔT (６)

输流管道的应变能为:

Vε ＝ １
２∫

L

０

EmC２αk２
∂２w０

∂x２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－N１
∂w０

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

[ ]dx

(７)
输流管道的动能表达式为:
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T＝ １
２∫

L

０

I１
∂w０

∂t
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ρf
∂w０

∂t ＋v０
∂w０

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ρfv０
２[ ]dx

(８)

式中,I１ ＝∫A
ρeffdA ＝ρmA０γ;A０ ＝２πRe;γ＝

１＋n１k
k＋１ ＋n２(１－n１) １

k＋２－ １
２k＋１( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

变质量系统的 Hamilton原理[１１]为:

δ∫
t２

t１

T－Vε( )dt－∫
t２

t１

ρfv０
∂w０

∂t ＋v０
∂w０

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷δw０ x＝Ldt＝０

(９)
式中,t１ 和t２ 分别为任意时间段的始末时刻.

将式(７)、(８)代入式(９),得到热环境下的FGM
输流管道的运动微分方程:

C２２
∂４w０

∂x４ ＋N１
∂２w０

∂x２ ＋ρfv０
２∂２w０

∂x２ ＋２ρfv０
∂２w０

∂x∂t＋

ρf＋I１( )
∂２w０

∂t２ ＝０ (１０)

引入无量纲量:

＝ x
L

,η＝w０

L
,τ＝ t

L２
EmC２

ρf＋ρmA０

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２
,

U ＝v０L ρf

EmC２
(无量纲流速),

β＝ ρf

ρf＋ρmA０
(质量比),

NT ＝ N１

C２Em
(无量纲温度轴力),

代入式(１０),得到无量纲量表示的运动微分方程:

αk２
∂４η
∂ ４ ＋ NT ＋U２( )

∂２η
∂ ２ ＋２β

１
２U ∂２η

∂ ∂τ＋

β＋ １－β( )γ[ ]
∂２η
∂τ２ ＝０ (１１)

２　辛方法求解

两端固支FGM 输流管道的边界条件为:

η０,τ( )＝０,η１,τ( )＝０,

η′ ０,τ( )＝０,η′ １,τ( )＝０
(１２)

设其挠度η ,τ( ) 为:

η ,τ( )＝ ∑
m

l＝１
Ψl ( )ql τ( ) (１３)

式中,Ψl ( ) 是两端固支梁的振型函数;ql τ( ) 是

广义坐标.若取m ＝２,前两阶振型函数为:

Ψl ( )＝cos(rl )－cosh(rl )－ sinhrl

１＋coshrl
[sin(rl )－

sinh(rl )]　 (l＝１,２) (１４)
式中,r１ ＝４．７３０,r２ ＝７．８５３.

令Ψ＝ Ψ１ Ψ２[ ]T,Q＝ q１ q２[ ]T,将式(１４)
代入式(１１)得:

αk２Ψ ４( )TQ＋ β＋ １－β( )γ[ ]ΨTQ
􀅰􀅰
＋２Uβ

１
２ Ψ

􀅰TQ
􀅰
＋

NT ＋U２( )Ψ
􀅰􀅰TQ＝０ (１５)

式(１５)两边左乘Ψ 并从０到１积分,得:

Q
􀅰􀅰
＋２GQ

􀅰
＋KQ ＝０ (１６)

式中:

　G＝ １
２A－１B＝

０ －a
a ０
é

ë
êê

ù

û
úú

　K＝A－１ C＋D( )＝
λ１

２ ０
０ λ２

２

é

ë
êê

ù

û
úú

　
A＝ β＋ １－β( )γ[ ]∫

１

０

ΨΨTd ＝

β＋ １－β( )γ ０
０ β＋ １－β( )γ

é

ë
êê

ù

û
úú

　B＝２Uβ
１
２∫

１

０

ΨΨ
􀅰Td ＝

０ －６．６８４Uβ
１
２

６．６８４Uβ
１
２ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

　C＝αk２∫
１

０

ΨΨ ４( )Td ＝
５００．５５５αk２ ０

０ ３８０３．３４αk２

é

ë
êê

ù

û
úú

　D ＝ NT ＋U２( )∫
１

０

ΨΨ
􀅰􀅰Td ＝

－１２．３０２ NT＋U２( ) ０
０ －４６．０４７ NT＋U２( )

é

ë
êê

ù

û
úú

　a＝ ３．３４２Uβ
１
２

β＋ １－β( )γ

　λ１
２ ＝５００．６αk２－１２．３０２ NT ＋U２( )

β＋ １－β( )γ

　λ２
２ ＝３８０３．３αk２－４６．０４７ NT ＋U２( )

β＋ １－β( )γ
拉格朗日函数为:

L Q,̇Q( )＝ １
２Q̇ṪQ＋Q̇TGQ－１

２QTKQ (１７)

引入对偶变量:

P＝∂L Q,̇Q( )

∂̇Q ＝Q̇＋GQ (１８)

哈密顿密度函数为:

Η＝PṪQ－L Q,̇Q( )＝
１
２PTP－３

２PTGQ＋１
２QTGTP＋

１
２QTGTGQ＋１

２QTKQ

(１９)

通过哈密顿正则变换,哈密顿正则方程为:

Q̇＝∂H
∂P ＝P－GQ

P
􀅰
＝－∂H

∂Q ＝GTP－GTGQ－KQ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(２０)
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令V τ( ) ＝ q１q２p１p２{ }T ,哈 密 顿 正 则 方

程为:

V
􀅰
＝HV (２１)

其中:

H ＝

０ a １ ０
－a ０ ０ １

－λ
－

１
２ ０ ０ a

０ －λ
－

２
２ －a ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(２２)

式中,λ
－

１
２ ＝a２＋λ２

１,λ
－

２
２ ＝a２＋λ２

２.易验证H 为哈

密顿矩阵.
用分离变量法寻求式(２１)的解,设

V τ( )＝ξτ( )Φ (２３)
其中,Φ 是４维向量,ξτ( ) 是τ 的函数,与Φ 任意

分量无关.
将式(２３)代入式(２１),可得

ξ
􀅰

τ( )Φ ＝ξτ( )HΦ (２４)

即 ξ
􀅰

τ( )

ξτ( )
＝ HΦ( )i

φi
＝ω (２５)

式中,ω为常量;i＝１,２,３,４;φi 为向量Φ 的第i
行的元素.由式(２５)得:

ξτ( )＝eωτ (２６)

HΦ ＝ωΦ (２７)
要使Φ 向量有非零解,则式(２７)的系数行列式

H－ωI ＝０,则特征方程为:

ω４＋ ４a２＋λ１
２＋λ２

２( )ω２＋λ１
２λ２

２ ＝０ (２８)
辛本征值ω为:

ω１＝

　i４a２＋λ１
２＋λ２

２－ (４a２＋λ１
２＋λ２

２)２－４λ１
２λ２

２

２
(２９)

ω２＝

　i４a２＋λ１
２＋λ２

２＋ (４a２＋λ１
２＋λ２

２)２－４λ１
２λ２

２

２
(３０)

ω３＝

　－i４a２＋λ１
２＋λ２

２－ (４a２＋λ１
２＋λ２

２)２－４λ１
２λ２

２

２
(３１)

ω４＝

　－i４a２＋λ１
２＋λ２

２＋ (４a２＋λ１
２＋λ２

２)２－４λ１
２λ２

２

２
(３２)

求本征值对应的本征向量,设φ４ ＝１,则本征

值ωj j＝１,２,３,４( ) 相对应的本征向量Φωj
的各元

素为:

φ１ ＝ ２a
λ－１

２＋ωj
２＋a２

,φ２ ＝

－２a２

λ－１
２＋ωj

２＋a２ ＋１

ωj

φ３ ＝

－２λ
－

１
２a

λ
－

１
２＋ωj

２＋a２
＋a

ωj
,φ４ ＝１ (３３)

不同本征值对应的全状态向量为:

Vω１ τ( )＝eω１τΦω１
,Vω２ τ( )＝eω２τΦω２

,

Vω３ τ( )＝eω３τΦω３
,Vω４ τ( )＝eω４τΦω４

(３４)

３　计算结果分析

通过算例来分析功能梯度材料的体积分数和无

量纲温度轴力对输流管道复频率、临界流速和挠度

响应的影响.算例中的管道以不锈钢(SUS３０４)氮

化硅为材料,内表面为陶瓷,外表面为金属.并采用

以下几何和物理参数:泊松比ν＝０．３,内外材料密

度比n１ ＝０．２９,管道壁厚e与平均半径R 之比

n２ ＝０．１６,弹性模量比n３ ＝１．７３３,热膨胀系数比

n４ ＝０．１７４.

３．１　等温下均质材料输流管道的无量纲复频率

图２为材料体积分数k＝０,质量比β＝０．２４５,管

道无量纲温度轴力值NT ＝０时,两端固支FGM 输

流管道第一、二阶无量纲复频率ω的虚部、实部与无

量纲流速的关系曲线.
从图２(a)的纵坐标可以看出,当流速为零时,

输流管道的一阶无量纲固有频率为２２．３７,二阶无

量纲固有频率为６１．６７,这与文献[１０]中所得结果

非常接近.图２(b)中当无量纲流速为零时,ω为虚

数,随着流速的增加,无量纲复频率虚部减少,实部

保持为零,当流速增加到６．３９时,即第一阶无量纲

临界速度Ucd１ ＝６．３９时,管道运动开始处于发散失

稳状态.随着流速进一步增大,第一阶模态复频率

虚部一直为零,直到流速增加到９􀆰０９时,管道运动

以第二阶模态形态发散,此时第二阶无量纲临界速

度Ucf２ ＝９．０９,流速超过第二阶临界速度后,第一

阶与第二阶复频率轨迹重合,管道耦合模态颤振

产生.
上文中 得 到 的 一 阶、二 阶 无 量 纲 临 界 流 速

６􀆰３９、９．０９与文献[１２]中的一阶、二阶无量纲临界

流速６．２８、８．９９非常接近.以某输水管道为例,管
道长度L＝８m,平均半径R＝０．０５m,单位长度

水的质量ρf ＝６．６４７６kg,得到一阶、二阶有量纲

临界流速２５２．５６m/s、３５９．２８m/s,该值符合工程

实际.
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图２　固支管道无量纲复频率与无量纲流速的变化曲线

Fig．２　Thedimensionlesscomplexfrequenciesoftheclamped
pipeversusthedimensionlessfluidvelocity

　

３．２　温度影响下FGM 输流管道无量纲复频率

图３为k＝５和β＝０．２４５时,两端固支FGM
输流管道在不同无量纲温度轴力下,无量纲复频率

的虚部、实部与无量纲流速的关系曲线.
从图３可看出以下几点:

１)不同无量纲温度轴力下,在FGM 输流管道

无量纲复频率虚部中,随着无量纲温度轴力的增大,
其第一阶和第二阶的无量纲临界流速都相应减小;

２)在同一流速下,无量纲温度轴力越高,对应

的复频率虚部越小;

３)相同温度中,无量纲复频率虚部与无量纲流

速的关系仍服从均质管道在无温度影响的环境中的

变化规律.随后,两阶模态的复频率轨迹于虚轴结

合在一起,并沿着虚轴远离原点,且温度越低远离

越快.
图４与图５为k＝５,β＝０．２４５时,无量纲流

速低于无量纲临界流速,不同流速情况下,FGM 输

流管道第一阶、第二阶无量纲复频率与无量纲温度

轴力的关系曲线.不同温度环境中的FGM 输流管

道前两阶复频率虚部随着管道无量纲温度轴力的增

大而减小;同时,在第一次达到临界流速之前,同一

无量纲温度轴力情况下,随着流速的增加,FGM 输

流管道前两阶复频率虚部不断减少.

图３　不同无量纲温度轴力下固支管道无量纲复频率与

无量纲流速的变化曲线

Fig．３　Thedimensionlesscomplexfrequenciesoftheclamped
pipeversusthedimensionlessfluidvelocityunder

differentdimensionlessthermalaxialforces
　

图４　固支管道第一阶复频率与无量纲温度轴力的变化曲线

Fig．４　Thefirstdimensionlesscomplexfrequenciesofthe
clampedpipeversusthedimensionlessthermalaxialforce
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图５　固支管道第二阶复频率与无量纲温度轴力的变化曲线

Fig．５　Theseconddimensionlesscomplexfrequenciesofthe
clampedpipeversusthedimensionlessthermalaxialforce

　

３．３　不同无量纲温度轴力下FGM 输流管道的挠

度响应

　　图６与图７为k＝５,U＝１时,无量纲长度 分

别为０．５、０．７５时,两端固支 FGM 输流管道在不

同无量纲温度轴力下无量纲挠度响应随时间的变化

曲线.管道中心处的挠度响应幅值约为３/４处的

１．５倍.在不同温度情况下,随着无量纲温度轴力

的增大,管道响应的振幅渐渐增大且增大值较小,管
道响应周期增大.

图６　不同无量纲温度轴力下在 ＝０．５处固支管道

无量纲挠度响应随时间的变化情况

Fig．６　Thedimensionlessdeflectionresponseoftheclamped
supportedpipeversusthedimensionlesstimeunderdifferent

dimensionlessthermalaxialforcesat ＝０．５
　

图７　不同无量纲温度轴力下在 ＝０．７５处固支管道

无量纲挠度响应随时间的变化情况

Fig．７Thedimensionlessdeflectionresponseoftheclamped
supportedpipeversusthedimensionlesstimeunder

differentdimensionlessthermalaxialforcesat ＝０．７５
　

４　结　论

在温度变化的影响下,固支 FGM 输流管道横

向振动的数值计算结果表明:

１)在不超过第一临界速度的情况下,体积分数

相同且不考虑温度的影响或同一温度时,管道固有

频率随着流速的增加而减小,超过第一临界速度后,
输流管道运动开始发散,超过第二临界速度后管道

耦合模态颤振发生;

２)在相同体积分数和同一流速情况下,两端固

支边界条件下输流管道的固有频率随着无量纲温度

轴力的增加而减小;

３)挠度响应幅值随着无量纲温度轴力的增加

而缓慢增加,挠度响应周期随着无量纲温度轴力的

增加而增大.
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