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摘要：根据动能守恒原理建立了圆管边界层的动能积分方程，在边界层内流速分布具有相似性的

假设下，选用二次抛物线速度剖面，对圆管进口段边界层进行了计算，结果说明计算值与精确解

一致。
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　　圆管流是工程中经常遇到的一种流动现象，例
如水利工程中的压力泄水隧洞、压力引水钢管、供生

活和工农业用水的给水水管及在供热、供煤气及通

风工程中输送流体（热水、空气、蒸气、煤气）的管道

输运等均属管流现象。

圆管流动与明渠流动的显著区别是管流没有自

由面。当边界层发展到圆管轴线时，在管内形成充

分紊流。圆管流动的另一特点是随边界层的发展，

位移厚度的增加，管内势流流速也在增加。

关于圆管流进口段特性的研究在传热学等方面

开展得较早［１５］。随着我国水利水电事业的飞速发

展，高坝建设中泄水建筑物的水力学问题越来越突

出。而超高速水流引起的泄水建筑物的许多水力现

象都与边界层特性有关，特别是近年来边界层理论

在分析明流泄洪引起的空化、空蚀、脉动、振动及掺

气等高速水流问题中的应用和已经取得的进展，使

人们进一步认识到边界层理论在分析高速流现象中

的地位和作用。但对于泄水中、深孔及管道中的管

流边界层的研究则较少。而实际工程中，管流进口

段也存在诸如明流泄洪中的水流空化、脉动、建筑物

的空蚀、振动等高速水力学问题。因此，研究管流边

界层具有十分重要的实际意义。

通过对管流进口段边界层发展的研究，将会为

进一步探讨流动阻力问题提供基础，为理解高速水

流引起的其它问题提供有益的帮助。

边界层理论在水利工程泄水建筑物水力学分析

中的应用是近几十年的事，而大量研究几乎全部集

中在明流分析中［６１１］，圆管流边界层的分析与研究

几乎是空白，极少的研究工作也是刚刚起步［１２１７］，

有待进一步探讨与完善。本文建立圆管流动条件下

的边界层动能积分方程，并将其应用于圆管层流边

界层的分析计算中。

１　边界层动能积分方程

由于圆管边界层流动是以ｘ轴为对称的，因此，
可以在横向取θ弧度中心角的过水断面、在纵向取
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ｄｘ长度作为研究对象，边界层沿ｘ的发展情况及在
圆管横断面的流动情况如图１所示。

图１　圆管边界层流动示意图
Ｆｉｇ．１　Ｂｏｕｎｄａｒｙｌａｙｅｒｆｌｏｗｉｎａｐｉｐｅ

　

在ｄｔ时间内，通过１＃面流入控制体的动能为：
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δ

０
ρ
ｕ３ｘ
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δ
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ρ
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通过２＃面流出控制体的动能为：
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通过３＃面流入控制体的动能为：
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
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在ｄｔ时间内，动能的总变化为流出的动能与流
入动能之差，即：

θｄｔｘ∫
δ

０
ρ
ｕ２ｘ
２（Ｒ－ｙ）ｄ[ ]ｙｄ{ ｘ－
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式中Ｕ为边界层外ｘ方向的势流速度，ｕｘ为边界层
内ｘ方向的流速。

根据动能定律，在ｄｔ时段内动能的变化应该等
于外力与内力功之和。由于４＃面流速为零，而３＃面
上粘性力几乎为零，因此粘性力在３＃、４＃面上的功为
零。作用在控制体１２３４上的功应为压力的功和水
流内部粘性力的功之和。

在ｄｔ时段内，作用在控制体１２３４上的压力功为：

－∫１２３４１ｐｕｎｄＡｄｔ
式中ｎ表示控制体的外法线方向。

根据高斯公式，有：

∫ｋｐｕｎｄＡ＝Ａｄｉｖ（ｐｕ）θ（Ｒ－ｙ）ｄｙｄｘ
又因：
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对于不可压缩流体，有：

ｄｉｖｕ＝
ｕｘ
ｘ
＋
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ｙ
＝０

在小曲率边界层内，
ｐ
ｙ
＝０，因此，在 ｄｔ时段

内，作用在控制体１２３４上的压力功可表示为：

－∫１２３４ｐｕｎｄＡｄｔ＝－∫ｐｘｕｘθ（Ｒ－ｙ）ｄｙｄｘｄｔ
由于压力ｐ仅是ｘ的函数，与ｙ无关，则上式右

边可简化为：

－ｄｐｄｘθｄｔ［∫
δ

０
ｕｘ（Ｒ－ｙ）ｄｙ］ｄｘ （２）

内力功即为控制体１２３４内流体粘性力所做的
功，也就是由摩阻转变为热而耗散的能量。那么在

ｄｔ时间内，控制体１２３４内转化的热能为：

ｄｔｄｘ∫
δ

０
τ
ｕｘ
ｙθ
（Ｒ－ｙ）ｄｙ （３）

内力和外力的总功为表达式（２）与表达式（３）
之和，即：
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考虑δ仅是ｘ的函数，式（１）中偏微分变成全微

分。根据动能定律，式（１）应等于式（４），并同除以
ｄｘｄｔ，有：
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由于
ｄｐ
ｄｘ＝－ρＵ

ｄＵ
ｄｘ，故有：
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考虑上式，式（５）可简化为：
ρ
２
ｄ
ｄｘ∫

δ

０
ｕｘ（Ｕ

２－ｕ２ｘ）（１－
ｙ
Ｒ）ｄｙ＝

∫
δ

０
τ
ｕｘ
ｙ
（１－ｙＲ）ｄｙ （６）

这是动能积分方程的一般表达式，式（６）中，

τ＝μ
ｕｘ
ｙ
－ρｕ′ｘｕ

′
ｙ。

在层流条件下，ρｕ′ｘｕ
′
ｙ＝０，　τ＝μ

ｕｘ
ｙ
，上式可

８２４ 　西安理工大学学报（２０１２）第２８卷第４期　



简化为：

ｄ
ｄｘ∫
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式中ν＝μρ
。

若令边界层能量损失厚度为：

δ３ ＝∫
δ

０

ｕｘ
Ｕ（１－

ｕ２ｘ
Ｕ２
）（１－ｙＲ）ｄｙ （８）

则式（６）变成：

ｄ
ｄｘ（Ｕ

３δ３）＝
２
ρ∫

δ

０
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ｕｘ
ｙ
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引入耗散积分：

Ｄ＝∫
δ

０
τ（
ｕｘ
ｙ
）（１－ｙＲ）ｄｙ

　　式（９）可改写为：
ｄ
ｄｘ（Ｕ

３δ３）＝
２Ｄ
ρ

（１０）

　　定义耗散积分系数 ＣＤ ＝
Ｄ
１
２ρＵ

３
，则式（１０）可

简化为：

１
Ｕ３
ｄ
ｄｘ（Ｕ

３δ３）＝ＣＤ （１１）

式（６）、（９）、（１０）及（１１）是不同形式的动能积
分表达式，既适合于层流边界层，也可用于紊流边

界层。对于层流，τ＝μ
ｕｘ
ｙ
，对于紊流，以上各式中

流速等特征量必须采用时均值。

关于能量损失厚度的物理意义，文献［１４］已作
了介绍，根据δ３的定义，对于圆管情况，有：

２πＲδ３·ρＵ
３ ＝∫

δ

０
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由上式可得式（８）。

２　动能积分方程的应用

利用动能积分关系式求解层流边界层发展时需

补充方程。在圆管流动条件下，流速分布沿程是相

似的。二次近似的流速分布形式为：

ｕｘ
Ｕ ＝２（

ｙ
δ
）－（ｙ

δ
）
２

（１２）

式（１２）满足ｕｘ｜ｙ＝０＝ｕ＇ｘ｜ｙ＝δ＝０，ｕｘ｜ｙ＝δ＝Ｕ，
将上式代入边界层能量损失厚度的定义，有：
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｝［２（ｙ
δ
）－

（
ｙ
δ
）
２

］（１－ｙＲ）ｄｙ＝
２２
１０５δ－

７１
８４０
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在层流条件下，耗散积分可表示为：
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０
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将式（１２）对ｙ求导，得：
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将式（１５）代入式（１４），得：
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利用连续方程，可得平均流速与势流速度的关

系为［１４］：
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式（１３）与式（１７）相除，得：
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将式（１７）代入式（１６）后，将式（１６）及式（１８）代入动能积分方程（９），有：
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整理上式，得：
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∫
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　　为了获得式（２０）的解析解形式，将上式右边分
母进行简化处理，即：

１－２３（
δ
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－１

≈１＋１４
δ
Ｒ＋

１
１６（

δ
Ｒ）

２

（２２）

式（２２）的最大误差发生在 δ
Ｒ ＝１处，可以证明

其值小于 －１．５６％，其积分后的误差则更小，式
（２１）的误差在１０－４以上，因而其精度是足够的，将
式（２１）、（２２）代入式（２０）可得：

１
珔ｕＲ
ｖ

ｘ＝∫
δ

０

３
８［１＋

１
４
δ
Ｒ＋

１
１６（

δ
Ｒ）

２ {］ （２２１０５－

７１
４２０

δ
Ｒ）［１＋

１３
２０（
δ
Ｒ）＋

７
２０（
δ
Ｒ）

２］＋

δ
Ｒ（２－

δ
Ｒ）（

２２
１０５－

７１
８４０

δ
Ｒ）［１＋

１３
２０（
δ
Ｒ）＋

７
２０（
δ
Ｒ）

２］ }２ δ
Ｒｄδ

将上式右边被积函数经过复杂运算并积分，得：

ｘ
Ｒ ＝

１１
２８０
珔ｕＲ
ｖ（
δ
Ｒ）

２

ｆ１（
δ
Ｒ） （２３）

式中：

ｆ１（
δ
Ｒ）＝１＋

２８３
３３０（

δ
Ｒ）＋

１０９
３２０（

δ
Ｒ）

２

＋

１１０９
８８００（

δ
Ｒ）

３

＋ ５２１
２１１２００（

δ
Ｒ）

４

将式（１７）代入式（２３）可得：
ｘ
Ｒ ＝

１１
２８０
ＵＲ
ｖ（

δ
Ｒ）

２

ｆ（δＲ）

或

δ＝ ２８０
１１
ｖｘ
Ｕ
１

槡 ｆ （２４）

式中：

ｆ＝ １－２３
δ
Ｒ＋

１
６
δ( )Ｒ[ ]２ ｆ１

当Ｒ→ !

时，ｆ＝１，由式（２４）可得平板边界层
厚度计算式为：

δ＝５．０４５ ｖｘ
槡Ｕ

（２５）

将上式结果和文献［１４］中相同流速分布假设
下，动量积分方程计算的层流边界层厚度及精确解

比较，可以发现式（２５）的计算结果比动量关系式结

果更令人满意，并与精确解δ＝５．０ ｖｘ
槡Ｕ

十分吻合。

３　结　语

本文推导了圆管边界层动能积分方程，在边界

层内流速分布具有相似性的假设下，将其应用于层

流边界层的计算，计算结果与精确解十分接近。
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１３４　宁利中等：圆管边界层动能积分方程及其应用　




