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乘性噪声系统滤波问题研究
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摘要：考虑状态和输出均受乘性和加性高斯噪声干扰的随机系统，通过极小化均方误差给出动态

系统最优状态估计的递推算法，包括最优预测、滤波以及平滑问题。仿真结果表明，状态估计能较

好的反映系统的真实状态，估计器品质良好。
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　　一般情况下系统在运行的过程中状态和输出
都会受到随机干扰，为了对系统进行较好的控制和

分析，必须获得描述系统行为的状态变量。因此，用

输入输出信息集估计状态变量显得尤为重要。当随

机干扰以加性的方式影响系统时 Ｋａｌｍａｎ滤波无疑
是状态估计的一个有力工具，文献［１７］对状态估
计和控制问题进行了深入研究，获得了一些有意义

的结果。然而，许多问题中随机干扰除了以加性方式

影响系统，还以乘性形式作用于系统。最常见的就是

在随机线性模型ｘ（ｋ＋１）＝（Ａ０＋Ａ１ｖ（ｋ））ｘ（ｋ）＋
η（ｋ）中，ｘ（ｋ）是描述系统行为的状态变量，ｖ（ｋ）和
η（ｋ）是统计特性已知的随机变量。显然，尽管随机
变量ｖ（ｋ）以加性的形式干扰系统参数Ａ，但它却以
乘性形式影响系统状态 ｘ（ｋ）。这类问题极为普遍，
实际中许多模型的参数呈现出随机时变特性，且噪

声均以乘性形式干扰模型系统的状态和输出［８１３］。

本文考虑了状态和输出均受乘性和加性高斯噪

声干扰的随机系统的滤波问题，通过极小化均方误

差，给出了动态系统状态的最优估计算法，包括最优

预测、滤波以及平滑算法，并获得了此类最优估计的

递推方法，仿真结果表明，状态估计能较好的反映系

统真实状态，估计器品质良好。

１　问题描述

考虑乘性噪声干扰的离散随机系统，即：

ｘ（ｋ＋１）＝Ｇｘ（ｋ）＋Ｈｕ（ｋ）＋η（ｋ），
ｋ＝０，１，…，Ｎ－１ （１）

ｙ（ｋ）＝Ｆｘ（ｋ）＋ξ（ｋ），ｋ＝１，…，Ｎ （２）
其中，ｘ（ｋ）是ｎ维状态向量，ｕ（ｋ）是ｒ维控制向量，
ｙ（ｋ）是ｍ维输出向量，η（ｋ），ξ（ｋ）为加性白噪声向
量，其统计特性为：

η（ｋ）～Ｎ（０，Ｑ）
ξ（ｋ）～Ｎ（０，Ｒ） （３）

Ｇ、Ｈ和Ｆ为适当维数的矩阵，在ｋ时刻分别受到噪
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声ｖ（ｋ）、ｗ（ｋ）和ε（ｋ）的影响，为：
Ｇ＝Ａ０＋Ａ１ｖ（ｋ）
Ｈ ＝Ｂ０＋Ｂ１ｗ（ｋ）
Ｆ＝Ｃ０＋Ｃ１ε（ｋ） （４）

Ａ０，Ｂ０，Ｃ０为系统参数的标称值，Ａ１，Ｂ１，Ｃ１为噪声
向量的规范化矩阵，它们均是已知的。ｖ（ｋ）、ｗ（ｋ）和
ε（ｋ）的统计特性为：

ｖ（ｋ）～Ｎ（０，σｖ（ｋ））
ｗ（ｋ）～Ｎ（０，σｗ（ｋ））
ε（ｋ）～Ｎ（０，σε（ｋ）） （５）

系统各噪声相互独立，系统初始状态ｘ（０）为服
从高斯分布的随机变量，均值为ｍ０，方差为Ｐ０。

定义实时信息集为：

Ｉｌ＝｛ｙ（１），ｙ（２），…，ｙ（ｌ），ｕ（０），
ｕ（１），…，ｕ（ｌ－１）｝

对于随机系统（１）和（２），在ｌ时刻可知的系统
的信息有，验前噪声的统计特性和直至当前施加于

系统的控制和测量到的输出，也就是实时信息集Ｉｌ。
本文用实时信息集 Ｉｌ在估计方差最小的意义

下，对系统的状态ｘ（ｋ）进行估计，即：
ｘ^（ｋ｜ｌ）＝Ｅ｛ｘ（ｋ）｜Ｉｌ｝ （６）

使得：

Ｅ｛［ｘ（ｋ）－ｘ^（ｋ｜ｌ）］′［ｘ（ｋ）－ｘ^（ｋ｜ｌ）］｝＝
Ｅ［ｘ′（ｋ｜ｌ）ｘ（ｋ｜ｌ）］

达到极小，其中ｘ（ｋ｜ｌ）为估计误差。从实用性价值
考虑，^ｘ（ｋ｜ｌ）必须具有递推的性质。其中当 ｌ＝ｋ
时，ｘ（ｋ｜ｋ）＝ｘ（ｋ）－ｘ^（ｋ｜ｋ）表示滤波误差。

根据文献［１１］，任何时刻 ｘ^（ｋ｜ｌ）为ｘ（ｋ）最优
估计的充分必要条件是：

Ｅ｛ｘ′（ｋ｜ｌ）ｙ（ｋ）｝＝０ （７）
条件（７）表明，估计误差 ｘ（ｋ｜ｌ）与系统输出 ｙ（ｋ）
正交时 ｘ^（ｋ｜ｌ）是最优估计。类似于加性噪声，定义
当ｋ＞ｌ时为最优预测问题；当ｋ＝ｌ时，估计（６）为
最优滤波问题；当ｋ＜ｌ时则为平滑问题。

系统（１）～（５）由于受乘性噪声干扰使问题变
得复杂。如果系统仅含有来自外界的加性随机干扰

η（ｋ）和ξ（ｋ），此类不确定性问题可以通过 Ｋａｌｍａｎ
预测、滤波及平滑算法获得系统状态的最优估计。然

而由于乘性噪声的存在使得Ｋａｌｍａｎ滤波无能为力，
本文将给出这类滤波问题的求解算法。

２　一步最优预测

在式（６）中取ｌ＝ｋ－１为一步最优预测问题。
定义预测新息为：

ｚｐ（ｋ）＝ｙ（ｋ）－ｙ（ｋ｜ｋ－１） （８）

将最优预测的充分必要条件（７）转化为：
Ｅ｛ｘ（ｋ＋１｜ｋ）ｚｐ′（ｋ）｝＝０ （９）

其中，ｙ（ｋ｜ｋ－１）＝Ｃ０^ｘ（ｋ｜ｋ－１）表示ｙ（ｋ）的一
步预测值，^ｘ（ｋ｜ｋ－１）表示ｋ时刻基于Ｉｋ－１的状态估
计值。

定理１对于离散时间随机系统（１）～（５），系
统状态的一步最优预测可用递推方程获得，即：

ｘ^（ｋ＋１｜ｋ）＝Ａ０^ｘ（ｋ｜ｋ－１）＋Ｂ０ｕ（ｋ）＋
Ｋ（ｋ｜ｋ－１）ｚｐ（ｋ） （１０）

式中预测增益矩阵Ｋ（ｋ｜ｋ－１）为：
Ｋ（ｋ｜ｋ－１）＝

Ａ０Ｐ（ｋ｜ｋ－１）Ｃ０′［Ｃ０Ｐ（ｋ｜ｋ－１）Ｃ０′＋

σε（ｋ）Ｃ１Ｓｘｐ（ｋ）Ｃ１′＋Ｒ］
－１ （１１）

一步预测误差方阵Ｐ（ｋ＋１｜ｋ）为：
Ｐ（ｋ＋１｜ｋ）＝Ｅ［ｘ（ｋ＋１）－ｘ^（ｋ＋１｜ｋ）］

［ｘ（ｋ＋１）－ｘ^（ｋ＋１｜ｋ）］′＝
［Ａ０－Ｋ（ｋ｜ｋ－１）Ｃ０］Ｐ（ｋ｜ｋ－１）＋

σｖ（ｋ）Ａ１Ｓｘｐ（ｋ）Ａ１′＋σｗ（ｋ）Ｂ１Ｓｕ（ｋ）Ｂ１′＋Ｑ

（１２）
其中， Ｓｘｐ（ｋ）＝Ｅ［ｘ（ｋ）ｘ（ｋ）′］＝

Ｅ｛［ｘ（ｋ｜ｋ－１）＋ｘ^（ｋ｜ｋ－１）］
［ｘ（ｋ｜ｋ－１）＋ｘ^（ｋ｜ｋ－１）］′｝＝
ｘ^′（ｋ｜ｋ－１）^ｘ（ｋ｜ｋ－１）＋Ｐ（ｋ｜ｋ－１）（１３）

Ｓｕ（ｋ）＝ｕ（ｋ）ｕ′（ｋ） （１４）
初值为：

ｘ^（ｋ０｜ｋ０－１）＝ｍ０ （１５）

Ｐ（ｋ０｜ｋ０－１）＝Ｐ０ （１６）
证明 在初始ｋ０时刻，有：

Ｅ［ｘ（ｋ０｜ｋ０－１）］＝０
Ｅ［ｘ（ｋ０｜ｋ０－１）ｚｐ′（ｋ０）］＝０

根据归纳法很容易推导出状态预测误差均值，为：

Ｅ［ｘ（ｋ＋１｜ｋ）］＝０
ｋ时刻输出估计误差均值为：

Ｅ［ｙ（ｋ＋１｜ｋ）］＝０
预测新息方差为：

Ｒｚｐ（ｋ） ＝Ｅ［ｚｐ（ｋ＋１）ｚｐ′（ｋ＋１）］＝
Ｅ｛［Ｃ０ｘ（ｋ｜ｋ－１）＋ε（ｋ）Ｃ１ｘ（ｋ）＋ξ（ｋ）］
［Ｃ０ｘ（ｋ｜ｋ－１）＋ε（ｋ）Ｃ１ｘ（ｋ）＋ξ（ｋ）］′｝＝
Ｃ０Ｅ［ｘ（ｋ｜ｋ－１）ｘ′（ｋ｜ｋ－１）］Ｃ０′＋
σε（ｋ）Ｃ１Ｅ［ｘ（ｋ）ｘ′（ｋ）］Ｃ１′＋Ｒ＝

Ｃ０Ｐ（ｋ｜ｋ－１）Ｃ０′＋σε（ｋ）Ｃ１Ｓｘｐ（ｋ）Ｃ１′＋Ｒ

（１７）
预测误差方阵Ｐ（ｋ＋１｜ｋ）为：
Ｐ（ｋ＋１｜ｋ）＝Ｅ［ｘ（ｋ＋１）－ｘ^（ｋ＋１｜ｋ）］
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［ｘ（ｋ＋１）－ｘ^（ｋ＋１｜ｋ）］′＝
Ｅ［ｘ（ｋ＋１）－ｘ^（ｋ＋１｜ｋ）］ｘ′（ｋ＋１）＝

Ｅ｛［Ａ０ｘ（ｋ｜ｋ－１）＋ｖ（ｋ）Ａ１ｘ（ｋ）＋ｗ（ｋ）Ｂ０ｕ（ｋ）＋
η（ｋ）－Ｋ（ｋ｜ｋ－１）ｚｐ（ｋ）］ｘ′（ｋ＋１）｝＝
［Ａ０－Ｋ（ｋ｜ｋ－１）Ｃ０］Ｐ（ｋ｜ｋ－１）＋

σｖ（ｋ）Ａ１Ｓｘｐ（ｋ）Ａ１′＋σｗ（ｋ）Ｂ１Ｓｕ（ｋ）Ｂ１′＋Ｑ
式（１２）得以证明。
状态与信息的互相关矩阵为：

Ｒｘ（ｋ＋１）ｚｐ（ｋ） ＝Ｅ｛［ｘ（ｋ＋１）－ｍｘ（ｋ＋１）］
［Ｃ０ｘ（ｋ｜ｋ－１）＋ε（ｋ）Ｃ１ｘ（ｋ）＋ξ（ｋ）］′｝＝
Ａ０Ｅ［ｘ（ｋ）ｘ′（ｋ｜ｋ－１）］Ｃ０′＝Ａ０Ｐ（ｋ｜ｋ－１）Ｃ０′

（１８）
由式（１７）、（１８）得：

Ｅ［ｘ（ｋ＋１｜ｋ）ｚｐ′（ｋ＋１）］＝
Ｅ｛［Ａ０ｘ（ｋ｜ｋ－１）＋ｖ（ｋ）Ａ１ｘ（ｋ）＋η（ｋ）＋
ｗ（ｋ）Ｂ０ｕ（ｋ）－Ｋ（ｋ｜ｋ－１）ｚｐ（ｋ）］ｚｐ′（ｋ）｝＝

Ｅ［ｘ（ｋ｜ｋ－１）ｚｐ′（ｋ）］－
Ｋ（ｋ｜ｋ－１）Ｅ［ｚｐ（ｋ）ｚｐ′（ｋ）］＝

Ａ０Ｐ（ｋ｜ｋ－１）Ｃ０′－Ｒｘ（ｋ＋１）ｚｐ（ｋ）Ｒｚｐ
－１（ｋ）Ｒｚｐ（ｋ）＝０

（１９）
根据式（９）、（１８）即可证得（１０）为系统一步最优预
测，定理１得证。

３　最优状态滤波

在式（６）中，若取 ｌ＝ｋ，则为最优状态滤波问
题。定义滤波估计值为：

ｘ^ｆ（ｋ＋１｜ｋ）＝Ａ０^ｘ（ｋ｜ｋ）＋Ｂ０ｕ（ｋ） （２０）
定义滤波新息为：

ｚｆ（ｋ）＝ｙ（ｋ）－ｙｆ（ｋ｜ｋ－１） （２１）
其中，ｙｆ（ｋ｜ｋ）＝Ｃ０^ｘｆ（ｋ｜ｋ－１）表示ｋ时刻基于Ｉ

ｋ

的系统输出估计值。

将最优滤波的充分必要条件转化为等价形

式，即：

Ｅ｛ｘ（ｋ｜ｋ）ｚｆ′（ｋ）｝＝０ （２２）
定理 ２对于离散时间随机状态模型（１）～

（５），系统状态的最优状态滤波 ｘ^（ｋ｜ｋ）满足递推方
程，为：

ｘ^（ｋ＋１｜ｋ＋１）＝Ａ０^ｘ（ｋ｜ｋ）＋Ｂ０ｕ（ｋ）＋
Ｋ（ｋ＋１｜ｋ＋１）ｚｆ（ｋ＋１） （２３）

式中，滤波增益矩阵Ｋ（ｋ＋１｜ｋ＋１）表示为：
Ｋ（ｋ＋１｜ｋ＋１）＝Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）Ｃ０′［Ｃ０Ｐｆ（ｋ＋
１｜ｋ）Ｃ０′＋σε（ｋ＋１）Ｃ１Ｓｘｆ（ｋ＋１）Ｃ１′＋Ｒ］

－１

（２４）
其中，Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）表示估计误差方阵，为：

Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）＝Ａ０Ｐ（ｋ｜ｋ）＋σｖ（ｋ）Ａ１Ｓｘｆ（ｋ）Ａ１′＋
σｗ（ｋ）Ｂ１Ｓｕ（ｋ）Ｂ１′＋Ｑ （２５）

滤波误差矩阵Ｐ（ｋ＋１｜ｋ＋１）表示为：
Ｐ（ｋ＋１｜ｋ＋１）＝

［Ｉ－Ｋ（ｋ＋１｜ｋ＋１）Ｃ０］Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）（２６）
Ｓｘｆ（ｋ）＝Ｅ［ｘ（ｋ）ｘ（ｋ）′］＝Ｅ｛［ｘｆ（ｋ｜ｋ－１）＋
ｘ^ｆ（ｋ｜ｋ－１）］［ｘｆ（ｋ｜ｋ－１）＋ｘ^ｆ（ｋ｜ｋ－１）］′｝＝
ｘ^ｆ′（ｋ｜ｋ－１）^ｘｆ（ｋ｜ｋ－１）＋Ｐｆ（ｋ｜ｋ－１）

（２７）
Ｓｕ（ｋ）＝ｕ（ｋ）ｕ′（ｋ） （２８）

初值为：

ｘ^（ｋ０｜ｋ０）＝ｍ０ （２９）
Ｐ（ｋ０｜ｋ０）＝Ｐ０ （３０）

证明 在初始ｋ０时刻，有：
Ｅ［ｘ（ｋ０｜ｋ０）］＝０

Ｅ［ｘ（ｋ０＋１｜ｋ０＋１）ｚｆ′（ｋ０＋１）］＝０
根据归纳法很容易推导出滤波误差均值为：

Ｅ［ｘ（ｋ｜ｋ）］＝０
估计误差为：

ｘｆ（ｋ＋１｜ｋ）＝ｘ（ｋ＋１）－ｘ^ｆ（ｋ＋１｜ｋ）
由式（２０）和（２１）得：

ｚｆ（ｋ＋１）＝Ｃ０ｘｆ（ｋ＋１｜ｋ）＋
ε（ｋ＋１）Ｃ１ｘ（ｋ＋１）＋ξ（ｋ＋１） （３１）

根据上式可以得知滤波新息均值为０，方差为：
Ｒｚｆ（ｋ）＝Ｅ［ｚｆ（ｋ＋１）ｚｆ′（ｋ＋１）］＝

Ｅ｛［Ｃ０ｘｆ（ｋ＋１｜ｋ）＋ε（ｋ）Ｃ１ｘ（ｋ＋１）＋
ξ（ｋ＋１）］［·］′｝＝

Ｃ０Ｅ［ｘｆ（ｋ＋１｜ｋ）ｘｆ′（ｋ＋１｜ｋ）］Ｃ０′＋
σε（ｋ＋１）Ｃ１Ｅ［ｘ（ｋ＋１）ｘ′（ｋ＋１）］Ｃ１′＋Ｒ＝

Ｃ０Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）Ｃ０′＋σε（ｋ＋１）Ｃ１Ｓｘｆ（ｋ＋１）Ｃ１′＋Ｒ
（３２）

Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）＝Ｅ［ｘ（ｋ＋１）－ｘ^ｆ（ｋ＋１｜ｋ）］
［ｘ（ｋ＋１）－ｘ^ｆ（ｋ＋１｜ｋ）］′＝Ｅ｛［Ａ０ｘ（ｋ｜ｋ）＋
ｖ（ｋ）Ａ１ｘ（ｋ）＋ｗ（ｋ）Ｂ０ｕ（ｋ）＋η（ｋ）］［·］′｝＝

Ａ０Ｐ（ｋ｜ｋ）＋σｖ（ｋ）Ａ１Ｓｘｆ（ｋ）Ａ１′＋
σｗ（ｋ）Ｂ１Ｓｕ（ｋ）Ｂ１′＋Ｑ

这表明式（２５）成立。
计算滤波误差方阵，为：

Ｐ（ｋ＋１｜ｋ＋１）＝
Ｅ［ｘ（ｋ＋１）－ｘ^（ｋ＋１｜ｋ＋１）］
［ｘ（ｋ＋１）－ｘ^（ｋ＋１｜ｋ＋１）］′＝
Ｅ［ｘ（ｋ＋１｜ｋ＋１）ｘ′（ｋ＋１）］＝

［Ｉ－Ｋ（ｋ＋１｜ｋ＋１）Ｃ０］Ｅ｛ｘｆ（ｋ＋１｜ｋ）
［ｘｆ（ｋ＋１｜ｋ）＋ｘ^ｆ（ｋ＋１｜ｋ）］′｝＝
［Ｉ－Ｋ（ｋ＋１｜ｋ＋１）Ｃ０］Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）
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则式（２６）成立。
Ｒｘ（ｋ＋１）ｚｆ（ｋ） ＝Ｅ［ｘ（ｋ＋１）－ｍｘ（ｋ＋１）］
［Ｃ０ｘｆ（ｋ＋１｜ｋ）＋ε（ｋ）Ｃ１ｘ（ｋ＋１）＋

ξ（ｋ＋１）］＝Ｅ［ｘ（ｋ＋１）ｘｆ′（ｋ＋１｜ｋ）］Ｃ０′＝
Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）Ｃ０′ （３３）

根据（３２）、（３３）得：
Ｅ［ｘ（ｋ＋１｜ｋ）ｚｆ′（ｋ＋１）］＝Ｅ｛［ｘｆ（ｋ＋１｜ｋ）－
Ｋ（ｋ＋１｜ｋ＋１）ｚｆ（ｋ＋１）］ｚｆ′（ｋ＋１）｝＝

Ｅ［ｘｆ（ｋ＋１｜ｋ）］ｚｆ′（ｋ＋１）］－
Ｋ（ｋ＋１｜ｋ＋１）Ｅ［ｚｆ（ｋ＋１）ｚｆ′（ｋ＋１）］＝

Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）Ｃ０′－Ｒｘ（ｋ＋１）ｚｆ（ｋ＋１）Ｒｚｆ（ｋ＋１）
－１Ｒｚｆ（ｋ＋１） ＝０

（３４）
根据式（２２）和（３４），即可证得式（２３）为系统最优
滤波。

４　一步最优平滑

在式（６）中，若取ｌ＝ｋ＋１，则问题变为一步最
优平滑。

定理 ３对于离散时间随机状态模型（１）～
（５），系统状态的一步最优平滑 ｘ^（ｋ｜ｋ＋１），为：

ｘ^（ｋ｜ｋ＋１）＝ｘ^（ｋ｜ｋ）＋
Ｌ（ｋ）［^ｘ（ｋ＋１｜ｋ＋１）－ｘ^ｆ（ｋ＋１｜ｋ）］＝

ｘ^（ｋ｜ｋ）＋Ｌ（ｋ）Ｋ（ｋ＋１｜ｋ＋１）ｙｆ（ｋ＋１｜ｋ）＝
ｘ^（ｋ｜ｋ）＋Ｆ（ｋ｜ｋ＋１）

［ｙ（ｋ＋１）－Ｃ０（Ａ０^ｘ（ｋ｜ｋ）＋Ｂ０ｕ（ｋ））］（３５）
式中最优平滑增益为：

Ｌ（ｋ）＝Ｐ（ｋ｜ｋ）Ａ０′Ｐ
－１
ｆ（ｋ＋１｜ｋ） （３６）

Ｋ（ｋ＋１｜ｋ＋１）＝Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）Ｃ０′
［Ｃ０Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）Ｃ０′＋σε（ｋ＋１）

Ｃ１Ｓｘｓ（ｋ＋１）Ｃ１′＋Ｒ］
－１ （３７）

Ｆ（ｋ｜ｋ＋１）＝Ｌ（ｋ）Ｋ（ｋ＋１｜ｋ＋１）（３８）
一步最优平滑误差ｘ（ｋ｜ｋ＋１）的方差方阵为：
Ｐ（ｋ｜ｋ＋１）＝Ｐ（ｋ｜ｋ）＋Ｌ（ｋ）

［Ｐ（ｋ＋１｜ｋ＋１）－Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）］Ｌ′（ｋ）（３９）
Ｓｘｓ（ｋ）＝Ｅ［ｘ（ｋ）ｘ（ｋ）′］＝Ｅ｛［ｘ（ｋ｜ｋ）＋
ｘ^（ｋ｜ｋ）］［ｘ（ｋ｜ｋ）＋ｘ^（ｋ｜ｋ）］′｝＝
ｘ^（ｋ｜ｋ）^ｘ′（ｋ｜ｋ）＋Ｐ（ｋ｜ｋ） （４０）
Ｓｕ（ｋ）＝ｕ（ｋ）ｕ′（ｋ） （４１）

证明 根据文献［１２］可得一步最优平滑公
式，为：

ｘ^（ｋ＋１｜ｋ）＝Ｅ［ｘ（ｋ）｜Ｉｋ＋１］＝
Ｅ［ｘ（ｋ）｜Ｉｋ，ｙ（ｋ＋１）］＝

Ｅ［ｘ（ｋ）｜Ｉｋ，ｙｆ（ｋ＋１｜ｋ）］＝Ｅ［ｘ（ｋ）｜Ｉ
ｋ］＋

Ｅ［ｘ（ｋ）｜ｙｆ（ｋ＋１｜ｋ）］－ｍｘ（ｋ） ＝ｘ^（ｋ｜ｋ）＋

Ｒｘ（ｋ＋１）ｙｆ（ｋ＋１｜ｋ）Ｒ
－１
ｙｆ（ｋ＋１｜ｋ）ｙｆ（ｋ＋１｜ｋ） （４２）

分别计算各项，为：

ｙｆ（ｋ＋１｜ｋ）＝ｙ（ｋ＋１）－ｙｆ（ｋ＋１｜ｋ）＝
ｙ（ｋ＋１）－Ｃ０（Ａ０^ｘ（ｋ｜ｋ）＋Ｂ０ｕ（ｋ））＝
Ｃ０ｘｆ（ｋ＋１｜ｋ）＋ε（ｋ＋１）Ｃ１ｘ（ｋ＋１）＋
ξ（ｋ＋１）＝Ｃ０Ａ０ｘｆ（ｋ＋１｜ｋ）＋
ｖ（ｋ）Ｃ０Ａ１ｘ（ｋ）＋ｗ（ｋ）Ｃ０Ｂ０ｕ（ｋ）＋

Ｃ０η（ｋ）＋ε（ｋ＋１）Ｃ１ｘ（ｋ＋１）＋ξ（ｋ＋１）

（４３）
Ｅ［ｙｆ（ｋ＋１｜ｋ）］＝０

Ｒｙｆ（ｋ＋１｜ｋ） ＝Ｅ［ｙｆ（ｋ＋１｜ｋ）ｙｆ′（ｋ＋１｜ｋ）］＝
Ｃ０Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）Ｃ０′＋σε（ｋ＋１）

Ｃ１Ｓｘｓ（ｋ＋１）Ｃ１′＋Ｒ （４４）
Ｒｘ（ｋ＋１）ｙｆ（ｋ＋１｜ｋ） ＝Ｅ［ｘ（ｋ＋１）－ｍｘ（ｋ＋１）］

ｙｆ′（ｋ＋１｜ｋ）＝Ｅ［ｘ（ｋ＋１）ｘｆ′（ｋ＋１｜ｋ）］
Ｃ０′＝Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）Ｃ０′ （４５）

根据式（４３）和（４４），令：
Ｆ（ｋ｜ｋ＋１）＝Ｒｘ（ｋ＋１）ｙｆ（ｋ＋１｜ｋ）Ｒ

－１
ｙｆ（ｋ＋１｜ｋ） ＝

Ｐ（ｋ｜ｋ）Ａ０′Ｃ０′［Ｃ０Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）Ｃ０′＋

σε（ｋ＋１）Ｃ１Ｓｘｓ（ｋ＋１）Ｃ１′＋Ｒ］
－１ ＝

Ｐ（ｋ｜ｋ）Ａ０′Ｐ
－１
ｆ（ｋ＋１｜ｋ）Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）Ｃ０′

［Ｃ０Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）Ｃ０′＋σε（ｋ＋１）
Ｃ１Ｓｘｓ（ｋ＋１）Ｃ１′＋Ｒ］

－１ （４６）
可得到：

Ｆ（ｋ｜ｋ＋１）＝Ｌ（ｋ）Ｋ（ｋ＋１｜ｋ＋１）（４７）
式中Ｋ（ｋ＋１｜ｋ＋１）即为最优滤波增益。通过上式
以及上节最优滤波算法，由式（４２）可得：

ｘ^（ｋ｜ｋ＋１）＝ｘ^（ｋ｜ｋ）＋Ｌ（ｋ）
［^ｘ（ｋ＋１｜ｋ＋１）－ｘ^ｆ（ｋ＋１｜ｋ）］＝

ｘ^（ｋ｜ｋ）＋Ｌ（ｋ）Ｋ（ｋ＋１｜ｋ＋１）ｙｆ（ｋ＋１｜ｋ）＝
ｘ^（ｋ｜ｋ）＋Ｆ（ｋ｜ｋ＋１）［ｙ（ｋ＋１）－
Ｃ０（Ａ０^ｘ（ｋ｜ｋ）＋Ｂ０ｕ（ｋ））］

表明（３６）式成立。
一步最优平滑误差的方差为：

Ｐ（ｋ｜ｋ＋１）＝Ｅ［ｘ（ｋ＋１）－ｘ^（ｋ｜ｋ＋１）］
［ｘ（ｋ＋１）－ｘ^（ｋ｜ｋ＋１）］′ （４８）

根据最优平滑公式可得：

ｘ（ｋ｜ｋ＋１）＋Ｌ（ｋ）^ｘ（ｋ＋１｜ｋ＋１）＝
ｘ（ｋ｜ｋ）＋Ｌ（ｋ）^ｘｆ（ｋ＋１｜ｋ） （４９）

将上式做适当处理即可得：

Ｐ（ｋ｜ｋ＋１）＝Ｐ（ｋ｜ｋ）＋Ｌ（ｋ）
［Ｐ（ｋ＋１｜ｋ＋１）－Ｐｆ（ｋ＋１｜ｋ）］Ｌ′（ｋ）

（５０）
证毕。
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５　仿真分析

考虑系统：

　　　ｘ（ｋ＋１）＝Ｇｘ（ｋ）＋Ｈｕ（ｋ）＋η（ｋ）
ｙ（ｋ）＝Ｆｘ（ｋ）＋ξ（ｋ）

其中，Ｇ ＝Ａ０ ＋Ａ１ｖ（ｋ），Ｈ ＝Ｂ０ ＋Ｂ１ｗ（ｋ），
Ｆ＝Ｃ０＋Ｃ１ε（ｋ）。

这里Ａ０＝［０　１；－１　 －１］，Ｂ０＝［０８　１］′，
Ｃ０ ＝ ［４　３；　１　０］，Ｒ ＝ ［０３　０；０　１］，Ｑ ＝
［０５　０；０　０．８］，Ａ１＝［０　０．２５；－０．２５　 －０．４］，
Ｂ１＝［０．２　０．４］′，Ｃ１＝［０．４　０．３；　０．２５　０］。

乘性噪声ｖ（ｋ）、ｗ（ｋ）、ε（ｋ）各均值为０，方差均
为０．４。取Ｎ＝５０，初始状态的均值，方差矩阵Ｐ０为
单位阵。

图１是在施加给定控制ｕ（ｋ）＝ｓｉｎ（ｋ）时滤波
的效果图。从图１明显可见，在受到乘性干扰的情况
下，本文所提出的方法能反映出真实值，显示了该方

法的有效性。

图１　系统状态滤波
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｆｉｌｔｅｒｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅ

　

６　结　论

本研究分析并解决了在系统状态方程和输出方

程中同时含有乘性和加性噪声的最优状态估计问

题，充分利用所得到的信息获得了系统最优一步预

测、滤波以及一步平滑问题的递推解析解。同时，根

据上述算法思想做适当变换即可推导出多步预测，

以及其它形式平滑问题的最优解。仿真结果表明，

本文提出的估计算法能很好的跟踪系统实际输出，

效果良好。
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ｍａｌｌｉｎｅａｒｅｓｔｉｍａｔｏｒｓｏｆｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｓｉｇｎａｌｓｉｎｔｈｅｐｒｅｓｅｎｃｅｏｆ
ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｎｏｉｓｅ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓｃａｔｉｏｎＯｎＡｅｒｏｓｐａｃｅ
ａｎｄＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＳｙｓｔｅｍｓ，１９７１，７（３）：２６２２６８．

［１１］ＫａｉｌａｔｈＴ．Ａｎｉｎｎｏｖａｔｉｏｎｓａｐｐｒｏａｃｈｔｏｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｅｓｔｉ
ｍａｔｉｏｎ．ｐａｒｔｌ：ｌｉｎｅａｒｆｉｌｔｅｒｉｎｇｗｉｔｈａｄｄｉｔｉｖｅｎｏｉｓｅ［Ｊ］．
ＩＥＥＥ ＴｒａｎｓｃａｔｉｏｎＯｎＡｕｔｏｍａｔｉｃＣｏｎｔｒｏｌ，１９６８，１３：
６４６６５４．

［１２］ＬｅｅＪＳ．Ｄｉｇｉｔａｌｉｍａｇｅｅｎｈａｎｃｅｍｅｎｔａｎｄｎｏｉｓｅｆｉｌｔｅｒｉｎｇｂｙ
ｕｓｅｏｆｌｏｃａｌｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓｃａｔｉｏｎｏｎＰａｔｔｅｒｎＡ
ｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｍａｃｈｉｎｅ Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ， ２００９， ２（２）：
１９８６１９９４．

［１３］ＭａｒｉｏＭ，ＦｒｅｄｙＲ，ＭｉｃｈｅｌｅＴ．Ｄｉｒｅｃｔｄａｔａｄｒｉｖｅｎｆｉｌｔｅｒ
ｄｅｓｉｇｎｆｏｒｕｎｃｅｒｔａｉｎＬＴＩｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｂｏｕｎｄｅｄｎｏｉｓｅ［Ｊ］．
Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ，２０１０，４６（１１）：１７７３１７８４．

（责任编辑　李虹燕）
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