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摘要：针对 Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波有限元法的联系系数计算精度不足这一问题，首先推导了 Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ
小波有限元法中常用联系系数的计算公式，分析了导致联系系数计算精度不足的主要原因，并首次

尝试将最小二乘法引入Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波有限元法联系系数的计算中，求解所得超定方程组可得联
系系数值。实例结果表明，此法可有效提高Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波有限元法联系系数的计算精度。
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　　随着小波理论的发展，小波作为一种求解偏微
分方程的有效数值工具越来越受到人们的关注，并

在多个领域得到了广泛应用［１２］。在有限元法中，

小波理论的应用也越来越深入，其中，Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小
波首先得到了大量应用。但是，随着小波有限元法

的进一步发展，Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波的应用在逐步减少，
Ｂ样条小波反而越来越受重视。原因是其边界条件
更容易控制，积分计算也更为简单，同时仅应用自然

变分原理就可以得到 Ｂ样条小波有限元法的单刚
矩阵［３６］。当然，Ｂ样条小波由于其过于光滑，在处
理工程中常见的应力大梯度、强非线性及奇异问题

时有其自身的局限性。而Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波由于具有
正交性、紧支撑性等优点，在解决此类问题时具有独

特的优越性［７８］。

为促进Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波在有限元法中的应用，
笔者经过分析与研究，认为 Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波在有限
元法中应用受到限制的主要原因在于Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小
波联系系数的计算精度不足、计算广度不够、边界条

件引入困难且未知场函数多阶导数的计算精度不

足。本文即针对Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波有限元法中联系系
数计算精度不足的问题进行详细分析并探讨改进

方法。
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１　Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波有限元法中联系系数的
计算

１．１　Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波联系系数简介
Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波不具有显式表达式，因此，当在

数值计算中采用 Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波时，联系系数的计
算是必须研究的核心内容，联系系数的计算主要有

以下几种形式 ［８］。

１）基于无穷区间对尺度函数的ｒ、ｓ阶导数乘
积的积分：

　　　　 １Γｒ，ｓ
ｋ，ｌ＝〈

（ｒ）
０，ｋ，

（ｓ）
０，ｌ〉＝

∫
＋∞

－∞
（ｒ）（ｔ－ｋ）（ｓ）（ｔ－ｌ）ｄｔ （１）

　　２）针对于求解有限区间问题而定义的积分
形式：

　　　　 ２Γｒ，ｓ
ｋ ＝〈

（ｒ）
０，ｋ，

（ｓ）
０，０〉［０，ｘ］ ＝

∫
ｘ

０
（ｒ）（ｔ－ｋ）（ｓ）（ｔ）ｄｔ （２）

３）在应用半解析小波时间差分法求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ
方程时所定义的积分形式：

　　　　 ３Γｒ，ｓ
ｋ，ｌ＝〈

（ｒ）
０，ｋ，

（ｓ）
０，ｌ〉［０，２ｊ］ ＝

∫
２ｊ

０
（ｒ）（ｔ－ｋ）（ｓ）（ｔ－ｌ）ｄｔ （３）

４）为了构造小波有限元而在［０，１］区间上构
造的积分形式：

　　　　 ４Γｒ，ｓ
ｋ，ｌ＝〈

（ｒ）
０，ｋ，

（ｓ）
０，ｌ〉［０，１］ ＝

∫
１

０
（ｒ）（ｔ－ｋ）（ｓ）（ｔ－ｌ）ｄｔ （４）

以上四式均为针对０尺度条件下所定义的联系
系数计算式。

为了提高小波有限元法的计算精度，有必要将

联系系数的求解扩展至任意尺度，从而充分发挥

Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波尺度函数任意伸缩的特点。因此定
义了式（５）、（６）所示的计算联系系数的积分形式。
５）任意尺度函数ｊ，ｋ在［０，１］区间上形成的刚

度矩阵联系系数：

Γｊ，ｒ，ｓ
ｋ，ｌ ＝２

－ｊ（１＋ｒ＋ｓ）〈（ｒ）ｊ，ｋ，
（ｓ）
ｊ，ｌ〉［０，１］ ＝

∫
１

０
（ｒ）（２ｊｔ－ｋ）（ｓ）（２ｊｔ－ｌ）ｄｔ （５）

６）任意尺度函数ｊ，ｋ在［０，１］区间上形成的载
荷列阵联系系数：

Ｒｊ，ｒ
ｋ ＝〈ｔ

ｒ，ｊ，ｋ〉［０，１］ ＝∫
１

０
ｔｒ（２ｊｔ－ｋ）ｄｔ（６）

式中，ｒ、ｓ取非负整数，表示求导次数。
在小波有限元法中，最为常用的是式（５）和式

（６）所定义的联系系数。笔者查阅并参考了多个文

献［３，７，８］所提供的计算实例，发现联系系数 Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ 和

Ｒｊ，ｒｋ的计算精度都并不高，尤其对于高阶消失矩的小
波函数更为明显。以下本文将细化推导参考文献

［８］中所定义的Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ及Ｒ
ｊ，ｒ
ｋ 的计算过程以对其进行

详细分析。

１．２　刚度矩阵联系系数Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ 的计算

首先，引入两尺度方程的一般形式：

 ｔ
２ｊ( )－ｋ＝槡２∑

２ｋ＋Ｎ

ｎ＝２ｋ
ｈｎ－２ｋ

ｔ
２ｊ－１( )－ｎ＝

槡２ ∑
ｍｉｎ（２ｋ＋Ｎ，?ｔ／２ｊ－１」）

ｎ＝ｍａｘ（２ｋ，「ｔ／２ｊ－１－Ｎ?）

ｈｎ－２ｋ
ｔ
２ｊ－１( )－ｎ （７）

令ｊ＝－ｊ，并对该式两端取ｄ阶导数，得：
　　　（ｄ）（２ｊｔ－ｋ）＝

２
１
２＋ｄ ∑

ｍｉｎ（Ｎ＋２ｋ，?２ｊ＋１ｔ」）

ｎ＝ｍａｘ（２ｋ，「２ｊ＋１ｔ－Ｎ?）

ｈｎ－２ｋ
（ｄ）（２ｊ＋１ｔ－ｎ） （８）

　　为了后续公式推导的方便，定义特征函数：

χ［０，１］（ｔ）＝
１　０≤ｔ≤１
０　{
其他

（９）

显然特征函数满足如下简单的两尺度关系：

χ［０，１］
ｔ( )２ ＝χ［０，１］（ｔ）＋χ［１，２］（ｔ）＝

χ［０，１］（ｔ）＋χ［０，１］（ｔ－１） （１０）
则：

Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ ＝∫
１

０
（ｒ）（２ｊｔ－ｋ）（ｓ）（２ｊｔ－ｌ）ｄｔ＝　

∫
＋∞

－∞
χ［０，１］（ｔ）

（ｒ）（２ｊｔ－ｋ）（ｓ）（２ｊｔ－ｌ）ｄｔ （１１）

分别将ｄ＝ｒ、ｄ＝ｓ代入式（８），并将所得结果
代入式（１１），得：

Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ ＝∫
＋∞

－∞
χ［０，１］（ｔ）

（ｒ）（２ｊｔ－ｋ）（ｓ）（２ｊｔ－ｌ）ｄｔ＝

∫
＋∞

－∞
χ［０，１］（ｔ）

　

２
１
２＋ｒ∑

ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ

（ｒ）（２ｊ＋１ｔ－ｎ）[ ]
　

×

　

２
１
２＋ｓ∑

ｍ∈Ｚ
ｈｍ－２ｌ

（ｓ）（２ｊ＋１ｔ－ｍ）[ ]
　

ｄｔ＝

２１＋ｒ＋ｓ∑
ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ∑

ｍ∈Ｚ
ｈｍ－２ｌ×

∫
＋∞

－∞
χ［０，１］（ｔ）

（ｒ）（２ｊ＋１ｔ－ｎ）（ｓ）（２ｊ＋１ｔ－ｍ）ｄｔ（１２）

令ｔ＝ｘ／２，得：

Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ ＝２
１＋ｒ＋ｓ∑

ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ∑

ｍ∈Ｚ
ｈｍ－２ｌ×

∫
＋∞

－∞
χ［０，１］

ｘ( )２ （ｒ）（２ｊｘ－ｎ）（ｓ）（２ｊｘ－ｍ）ｄ ｘ( )２ ＝

２ｒ＋ｓ∑
ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ∑

ｍ∈Ｚ
ｈｍ－２ｌ×∫

＋∞

－∞

　

χ［０，１］（ｘ）＋[
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χ［０，１］（ｘ－１）]
　

（ｒ）（２ｊｘ－ｎ）（ｓ）（２ｊｘ－ｍ）ｄｘ＝

２ｒ＋ｓ∑
ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ∑

ｍ∈Ｚ
ｈｍ－２ｌ（Γ

ｊ，ｒ，ｓ
ｎ，ｍ ＋Γ

ｊ，ｒ，ｓ
ｎ－２ｊ，ｍ－２ｊ）＝

２ｒ＋ｓ∑
ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ∑

ｍ∈Ｚ
ｈｍ－２ｌ＋∑

ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ＋２ｊ∑

ｍ∈Ｚ
ｈｍ－２ｌ＋２( )ｊΓｊ，ｒ，ｓｎ，ｍ ＝

２ｒ＋ｓＡｊ，０，０ｋ，ｌ，ｎ，ｍΓ
ｊ，ｒ，ｓ
ｎ，ｍ ＝Ａ

ｊ，ｒ，ｓ
ｋ，ｌ，ｎ，ｍΓ

ｊ，ｒ，ｓ
ｎ，ｍ （１３）

由于联系系数 Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ 的积分区域为［０，１］，而
Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波的尺度函数（ｔ）具有支撑区间［０，
Ｎ］，则函数χ［０，１］（ｔ）（２

ｊｔ－ｋ）应满足以下特性：

χ［０，１］（ｔ）（２
ｊｔ－ｋ）≠

０　 －（Ｎ－１）≤ｋ≤２ｊ－１
＝０　ｋ≥２ｊ或ｋ≤{ －Ｎ

（１４）
因此，式（１３）中的ｋ、ｌ、ｎ、ｍ应满足：

－（Ｎ－１）≤ｋ，ｌ，ｎ，ｍ≤２ｊ－１ （１５）
式（１３）可改写为：

Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ ＝２
ｒ＋ｓ

　

∑
ｍｉｎ（２ｊ－１，２ｋ＋Ｎ）

ｎ＝ｍａｘ（－（Ｎ－１），２ｋ）
ｈｎ－２ｋ ∑

ｍｉｎ（２ｊ－１，２ｌ＋Ｎ）

ｍ＝ｍａｘ（－（Ｎ－１），２ｌ）
ｈｍ－２ｌ＋






　

　

∑
ｍｉｎ（２ｊ－１，２ｋ＋Ｎ－２ｊ）

ｎ＝ｍａｘ（－（Ｎ－１），２ｋ－２ｊ）

ｈｎ－２ｋ＋２ｊ ∑
ｍｉｎ（２ｊ－１，２ｌ＋Ｎ－２ｊ）

ｍ＝ｍａｘ（－（Ｎ－１），２ｌ－２ｊ）

ｈｍ－２ｌ＋２ｊ





　

Γｊ，ｒ，ｓｎ，ｍ ＝

２ｒ＋ｓＡｊ，０，０ｋ，ｌ，ｎ，ｍΓ
ｊ，ｒ，ｓ
ｎ，ｍ ＝Ａ

ｊ，ｒ，ｓ
ｋ，ｌ，ｎ，ｍΓ

ｊ，ｒ，ｓ
ｎ，ｍ （１６）

即：

　　 Γｊ，ｒ，ｓ＝２ｒ＋ｓＡｊ，０，０Γｊ，ｒ，ｓ＝Ａｊ，ｒ，ｓΓｊ，ｒ，ｓ

（Ａｊ，ｒ，ｓ－Ｉ）Γｊ，ｒ，ｓ＝{ ０
（１７）

式中：

　Γｊ，ｒ，ｓ＝（Γｊ，ｒ，ｓｎ，ｍ）（（Ｎ＋２ｊ－１）×（Ｎ＋２ｊ－１））×１

－（Ｎ－１）≤ｎ，ｍ≤２ｊ－１

Ａｊ，ｒ，ｓ＝（２ｒ＋ｓ（ｈｎ－２ｋｈｍ－２ｌ＋

ｈｎ－２ｋ＋２ｊｈｍ－２ｌ＋２ｊ））（（Ｎ＋２ｊ－１）×（Ｎ＋２ｊ－１））×（（Ｎ＋２ｊ－１）×（Ｎ＋２ｊ－１））

－（Ｎ－１）≤ｋ，ｌ，ｎ，ｍ≤０
由联系系数Γｊ，ｒ，ｓｎ，ｍ组成向量矩阵Γ

ｊ，ｒ，ｓ，由滤波器

系数｛ｈｋ｝（ｋ＝０，１，…，Ｎ）组成方阵 Ａ
ｊ，ｒ，ｓ。应该注

意，矩阵 Ａｊ，ｒ，ｓ不满秩，因此，如果要使其能唯一求
解，需要添加相应的附加方程。

分别对ｎ次和ｍ次幂函数求ｒ阶和ｓ阶导数，然
后相乘得：

　 ｎ
（ｎ－ｒ）

ｍ
（ｍ－ｓ）

ｔ（ｎ＋ｍ－ｒ－ｓ） ＝

２ｊ（１＋ｒ＋ｓ）∑
２ｊｔ

ｋ＝２ｊｔ－Ｎ

ｃｎｊ，ｋ
（ｒ）（２ｊｔ－ｋ）∑

２ｊｔ

ｌ＝２ｊｔ－Ｎ

ｃｍｊ，ｌ
（ｓ）（２ｊｔ－ｌ）

（１８）
式中，ｒ≤ｎ≤ｐ－１，ｓ≤ｍ≤ｐ－１。

对上式两端在区间［０，１］进行积分，得：
ｎ

（ｎ－ｒ）
ｍ

（ｍ－ｓ）∫
１

０
ｔ( )ｎ＋ｍ－ｒ－ｓｄｔ＝

２ｊ（１＋ｒ＋ｓ）∑
２ｊｔ

ｋ＝２ｊｔ－Ｎ

ｃｎｊ，ｋ∑
２ｊｔ

ｌ＝２ｊｔ－Ｎ

ｃｍｊ，ｌ∫
１

０
（ｒ）（２ｊｔ－ｋ）（ｓ）（２ｊｔ－ｌ）ｄｔ

即：

ｎ
（ｎ－ｒ）

ｍ
（ｍ－ｓ）

１
（ｎ＋ｍ－ｒ－ｓ＋１）＝

２ｊ（１＋ｒ＋ｓ）∑
２ｊｔ

ｋ＝２ｊｔ－Ｎ

ｃｎｊ，ｋ∑
２ｊｔ

ｌ＝２ｊｔ－Ｎ

ｃｍｊ，ｌΓ
ｊ，ｒ，ｓ
ｋ，ｌ

（１９）
考虑到式（１５）成立，则有：

　　２ｊ（１＋ｒ＋ｓ） ∑
２ｊ－１

ｋ＝－（Ｎ－１）
ｃｎｊ，ｋ ∑

２ｊ－１

ｌ＝－（Ｎ－１）
ｃｍｊ，ｌΓ

ｊ，ｒ，ｓ
ｋ，ｌ ＝

ｎ
（ｎ－ｒ）

ｍ
（ｍ－ｓ）

１
（ｎ＋ｍ－ｒ－ｓ＋１） （２０）

由此式所得到的非齐次方程补充到式（１７）中，
即可以求得联系系数的值。但由于式（２０）所提供的
方程个数多于式（１７）所需要补充的附加方程个数，
所以在求解时选用的方程不同，求得的联系系数具

体值亦会有所不同。同时，式（２０）还可校验计算结
果的精度。

１．３　载荷列阵联系系数Ｒｊ，ｒｋ 的计算

计算求导次数ｖ＞０时式（６）的值，过程如下。

Ｒｊ，ｖｋ ＝∫
＋∞

－∞
χ［０，１］（ｔ）ｔ

ｖ（２ｊｔ－ｋ）ｄｔ＝

∫
＋∞

－∞
χ［０，１］（ｔ）ｔ

ｖ
槡２∑

ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ（２

ｊ＋１ｔ－ｎ）ｄｔ＝

槡２∫
＋∞

－∞
χ［０，１］

ｘ( )２ ｘ( )２
ｖ

∑
ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ（２

ｊｘ－ｎ）ｄ ｘ( )２ ＝

１
２ｖ＋

１
２
∑
ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ∫

＋∞

－∞
［χ［０，１］（ｘ）＋χ［０，１］（ｘ－１）］ｘ

ｖ（２ｊｘ－

ｎ）ｄｘ＝ １
２ｖ＋

１
２
∑
ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ Ｒ

ｊ，ｖ
ｎ ＋∑

ｖ

ｉ＝０
( )ｖｉＲｊ，ｖ－ｉｎ－２( )ｊ ＝

１
２ｖ＋

１
２
∑
ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ Ｒ

ｊ，ｖ
ｎ ＋Ｒ

ｊ，ｖ
ｎ－２ｊ＋∑

ｖ

ｉ＝１
( )ｖｉＲｊ，ｖ－ｉｎ－２( )ｊ ＝

１
２ｖ＋

(１
２
∑
ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ＋∑

ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ＋２( )ｊＲｊ，ｖｎ ＋

∑
ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ＋２ｊ∑

ｖ

ｉ＝１
( )ｖｉＲｊ，ｖ－ｉ)ｎ ＝

１
２ｖ＋

１
２
Ｂｊ，０ｋ，ｎＲ

ｊ，ｖ
ｎ ＋∑

ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ＋２ｊ∑

ｖ

ｉ＝１
( )ｖｉＲｊ，ｖ－ｉ( )ｎ （２１）
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即：

２ｖ＋
１
２Ｒｊ，ｖｋ ＝Ｂ

ｊ，０
ｋ，ｎＲ

ｊ，ｖ
ｎ ＋∑

ｎ∈Ｚ
ｈｎ－２ｋ＋２ｊ∑

ｖ

ｉ＝１
( )ｖｉＲｊ，ｖ－ｉｎ

（２ｖ＋
１
２Ｉ－Ｂｊ，０）Ｒｊ，ｖ ＝Ｄ （２２）

式中：

Ｒｊ，ｖ ＝（Ｒｊ，ｖｎ）（Ｎ＋２ｊ－１）×１
Ｂｊ，０ ＝ ｈｎ－２ｋ＋ｈｎ－２ｋ＋２( )ｊ Ｎ＋２ｊ－( )１× Ｎ＋２ｊ－( )１

Ｄ＝ ∑
ｍｉｎ ２ｊ－１，２ｋ＋Ｎ－２( )ｊ

ｎ＝ｍａｘ －（Ｎ－１），２ｋ－２( )ｊ
ｈｎ－２ｋ＋２ｊ∑

ｖ

ｉ＝１
( )ｖｉＲｊ，ｖ－ｉ( )ｎ

Ｎ＋２ｊ－( )１×１

其中：

－（Ｎ－１）≤ｋ，ｎ≤２ｊ－１
利用式（２２）可以计算出 Ｒｊ，ｖｋ，从而形成所需要

的载荷列阵。同样，其系数矩阵奇异，需要添加相应

的附加方程才能唯一求解。

针对不同的分辨空间Ｖｊ，根据 Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波
的ｐ阶消失矩的特点，可得：

ｔｑ ＝∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｃｑｊ，ｋｊ，ｋ ＝２

ｊ
２∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｃｑｊ，ｋ（２

ｊｔ－ｋ）（２３）

式中，ｑ≤ｐ－１。
对式（２３）两边乘以ｔｖ，并积分得：

　∫
１

０
ｔｖ＋ｑｄｔ＝２

ｊ
２∑
ｋ∈Ｚ
ｃｑｊ，ｋ∫

１

０
ｔｖ（２ｊｔ－ｋ）ｄｔ＝

　２
ｊ
２∑
ｋ∈Ｚ
ｃｑｊ，ｋ∫

＋∞

－∞
χ［０，１］（ｔ）ｔ

ｖ（２ｊｔ－ｋ）ｄｔ （２４）

　 １
ｖ＋ｑ＋１＝２

ｊ
２∑

２ｊｔ

ｋ＝２ｊｔ－Ｎ

ｃｑｊ，ｋＲ
ｊ，ｖ
ｋ　（ｑ≤ｐ－１）

即：

２
ｊ
２ ∑

２ｊ－１

ｋ＝－（Ｎ－１）
ｃｑｊ，ｋＲ

ｊ，ｖ
ｋ ＝

１
ｖ＋ｑ＋１　（ｑ≤ｐ－１）

（２５）
利用式（２５）可以给式（２２）提供补充方程，并

且可以验证式（２２）的计算结果是否准确。

２　Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波联系系数Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ及Ｒ
ｊ，ｒ
ｋ的计

算精度问题

　　 在Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波有限元法中，提升计算精度
的有效方法是增加计算层数。但其根本是联系系数

的计算精度能得到保证。如果随着计算层数的增加，

联系系数的计算精度难以提高，那就无法实现小波

有限元法的高精度计算，Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波在数值计
算中的应用将受到限制。

但从 目 前 已 有 的 文 献［３，７，８］ 可 以 看 出，

Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波有限元法中除０尺度空间以外，其
它空间的联系系数计算精度并不是很高。经过分析，

笔者认为，影响Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ 及Ｒ
ｊ，ｒ
ｋ 计算精度的主要因素列

示如下。

首先，由于Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ及Ｒ
ｊ，ｒ
ｋ 的求解矩阵都不满秩，需

要借助于附加方程才能唯一求解。但是，需要补充的

具体方程数目至今还未有理论上的明确解答。

目前的常用方法［７－８］是：首先由求解矩阵的性

质得出联系系数的解空间，引入与解空间的自由度

个数相等的附加方程，从而组成恰定方程组，求解后

可得到真实解向量。

为得出适宜的需引入附加方程数目，笔者进行

了大量试算，发现需引入的附加方程数与小波消失

矩及尺度函数导数阶数之和之间存在明显关系。本

文将其变化规律列于表１。
具体试算方法为：运用Ｍａｔｌａｂ软件编制计算程

序，计算出矩阵Ａｊ，ｒ，ｓ的秩，之后用未知量 Γｊ，ｒ，ｓ的个

数减去矩阵 Ａｊ，ｒ，ｓ的秩，即为所需补充的附加方程
数。笔者按照此方法以不同的小波消失矩及尺度函

数导数阶数为基本参数，逐个计算所需的附加方程

个数，由此得出表１中所列的数值。当然，由于计算
机存在存储误差，所得矩阵 Ａｊ，ｒ，ｓ的秩不一定完全
准确。

表１　Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ 及Ｒ
ｊ，ｒ
ｋ 求解所需附加方程个数ｎ

Ｔａｂ．１　ＮｕｍｂｅｒｏｆａｄｄｉｔｉｏｎａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｉｎｓｏｌｖｉｎｇΓｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ ａｎｄＲ
ｊ，ｒ
ｋ

ｐ
ｎ

ｒ＋ｓ＝０ ｒ＋ｓ＝１ ｒ＋ｓ＝２ ｒ＋ｓ＝３ ｒ＋ｓ＝４ ｒ＋ｓ＝５ ｒ＋ｓ＝６ ｒ＋ｓ＝７

２ １ ２ － － － － － －
３ １ ２ ３ － － － － －
４ １ ２ ３ ４ － － － －
５ １ ２ ３ ４ ５ － － －
６ １ ２ ３ ４ ５ ６ － －
７ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ －
８ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

说明：ｐ为小波消失矩数；ｒ＋ｓ为尺度函数导数阶数之和；ｎ为所需引入的附加方程数目。
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　　在试算过程中发现，表１中所总结的规律在消
失矩ｐ≤６及计算层数Ｖｊ（ｊ≤２）时比较准确，而如
果计算过程中采用了高阶消失矩及较高的计算层

数，则计算误差会增大。

经分析，笔者认为存在如下因素造成联系系数

的计算精度下降：

①由于求解矩阵本身性态较差，而计算机又存
在数据存储和判别误差，因此求解矩阵的秩不一定

能准确求得，从而导致对其解空间的判定存在较明

显误差；

②所引入的附加方程与解空间相关度较高，因
而组成的新方程组容易呈现病态，求出的解向量也

将存在较大相对误差。

为提高计算精度，可以针对上述两条原因分别

寻找解决方案：

①改善计算环境，即设法降低计算机的数据存
储和判别误差；

②改变计算方法，尽量引入与解空间相关度较
低或不相关的附加方程。

上述解决方法如能有效实现，可以有效提高联

系系数的求解精度，但在现实情况中这两种方法都

不容易实现。

首先，如要降低计算机的数据存储和判别误差，

需要增加计算机的字长，将导致现有的基础计算软

件平台都不能使用，而重新建立基础开发平台，其工

作量不仅十分巨大也不太现实；

其次，要使引入的附加方程与解空间不相关，需

要重新构造求解矩阵和附加方程组，但目前没有相

关理论的支撑，因此进行这种算法的根本改变其难

度也可想而知。

３　采用最小二乘法提高Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波联
系系数Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ 及Ｒ

ｊ，ｒ
ｋ 的计算精度

　　鉴于此，本文将最小二乘法引入上述求解过程

中。最小二乘法，又称为最小平方法，是一种有效的

数学优化技术。它通过最小化误差的平方和寻找数

据的最佳函数匹配。

利用最小二乘法可以简便地求得未知的数据，

并使得这些求得的数据与实际数据之间误差的平方

和为最小。

笔者首先不再考虑求解联系系数时补充适量的

附加方程以求解恰定方程组，而是考虑将所有的附

加方程全部代入求解矩阵，此时组建的新方程组必

然为超定方程组。

常规认为，超定方程组为矛盾方程组，因此无

解。但在实际中可应用最小二乘法寻得方程组的一

个最近似解作为方程组的解。

具体过程为：记 ｒ＝ｂ－Ａｘ，称使 ‖ｒ‖２为最

小，即‖ｒ‖２
２也为最小的解ｘ 为方程组Ａｘ＝ｂ的

最小二乘解，该解存在且唯一。

为验证该法的有效性，笔者编制了 Ｍａｔｌａｂ计
算程序，进行了大量试算，并与求解恰定方程组的

结果进行对比。

结果表明，最小二乘法的引入确实有效提高

了 Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波联系系数的计算精度。
以下以Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ 为例证明该法的有效性。在每组实

例中，分别按求解恰定方程组和求解超定方程组两

种方法计算出联系系数值，然后将所求的值代入式

（２０）以求得联系系数的最大相对误差值。计算过程
在Ｍａｔｌａｂ中编制程序完成。

实例１　ｐ＝４，ｊ＝１，ｒ＝１，ｓ＝１（适用于小
波轴力杆单元）。

求解恰定方程组所得的联系系数 Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ 计算结

果见式（２６），其最大相对误差为１４６１８Ｅ＋０２。
求解超定方程组所得的联系系数 Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ 计算结

果见式（２７），其最大相对误差为１１５４６Ｅ－１２。

－３．１７５４Ｅ－０９ ６．３２７４Ｅ－０７ ７．３１１６Ｅ－０６ －２．３５９２Ｅ－０５ １．９６３６Ｅ－０５ －６．４８８４Ｅ－０４ －２．１４２２Ｅ－０６ －３．５５０２Ｅ－１６
２．２６３０Ｅ－０７ －４．３７２５Ｅ－０６ －２．１９０２Ｅ－０４ ５．６２７２Ｅ－０４ －２．９２５２Ｅ－０４ １．９３１４Ｅ－０２ ２．１９３６Ｅ－０４ －２．１４２２Ｅ－０６
６．０４０５Ｅ－０７ －４．６２１８Ｅ－０５ ２．１２９８Ｅ－０４ －９．２５４７Ｅ－０４ １．９１６２Ｅ－０３ ４．５２２９Ｅ－０２ １．４０２９Ｅ－０３ ８．６８２０Ｅ－０４
－６．１６９７Ｅ－０６ ３．０９２９Ｅ－０４ ２．２９９９Ｅ－０３ －１．５３８４Ｅ－０３ －１．８６４１Ｅ－０２ －３．９９８８Ｅ－０１ －２．００２０Ｅ－０２ －１．７８９１Ｅ－０２
１．６９１０Ｅ－０５ －８．４９５０Ｅ－０４ －８．４２７７Ｅ－０３ ６．７６０３Ｅ－０３ ７．４２９５Ｅ－０２ ８．７１６６Ｅ－０１ ９．１９７２Ｅ－０２ －６．５５１８Ｅ－０２
－９．４２５７Ｅ－０６ ３．７２９５Ｅ－０４ ４．４９２１Ｅ－０３ １．３５７８Ｅ－０２ －１．３４８２Ｅ－０１ －２．５３４９Ｅ－０１ －３．３６６２Ｅ－０１ ４．９３２１Ｅ－０１
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　　 实例２　ｐ＝５，ｊ＝２，ｒ＝２，ｓ＝２（适用于单
元荷载集度为常量的小波梁单元）。

由于联系系数计算结果为１２×１２方阵，故不列
出其详细结果，仅提供其最大相对误差值。求解恰

定方程组时最大相对误差为１．９６０２Ｅ－０９；求解超
定方程组时最大相对误差为９．１４９８Ｅ－１０。

实例３　ｐ＝６，ｊ＝２，ｒ＝２，ｓ＝２（适用于单
元荷载集度为线性荷载的小波梁单元）。

由于联系系数计算结果为１４×１４方阵，故不列
出其详细结果，仅提供其相对误差值。求解恰定方

程组时最大相对误差为１．４６１８Ｅ＋０２；求解超定方
程组时最大相对误差为１．１５４６Ｅ－１２。

通过对比可看出，采用最小二乘法求解超定方

程组可有效提高Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波有限元法中联系系
数的计算精度。

４　结　论

１）联系系数 Γｊ，ｒ，ｓｋ，ｌ及 Ｒ
ｊ，ｒ
ｋ的计算是小波有限元

法的重要内容，其计算精度直接影响最后的有限元

计算结果。正是由于其计算精度的不理想，Ｄａｕ
ｂｅｃｈｉｅｓ小波在有限元法中的应用受到了限制。
２）由于求解过程中系数矩阵不满秩，需选取适

量的附加方程进行补充。但需要补充方程的精确数

目不容易确定，且需手动添加附加方程使计算过程

无法完全实现程序化。

３）若所选取的附加方程与原方程具有较高的
相关度，会使求解矩阵出现病态甚至奇异，从而大大

影响了计算结果的精度。

４）本文将求解恰定方程组变为求解超定方程
组，不需要人工选取补充方程，使计算过程便于实现

程序化。且引入最小二乘法进行求解，有效提高了

联系系数的计算精度。
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