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摘要：利用特征变换，将Ｓａｉｎｔｖｅｎａｎｔ方程组变成特征线方程组，即不变量形式。本文对弧形断面

和任意梯形断面不变量中的被积函数用级数展开再积分，得到了Ｒｉｅｍａｎｎ不变量的初等表达式；

进一步，获得了弧形断面和任意梯形断面无因次水深方程；最后，导出了任意梯形和弧形断面溃坝

洪水最大流速和最大流量解析解。本文方法可用来预报任意梯形和弧形断面溃坝洪水最大流速和

最大流量。
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　　修建水利工程，可为工业生产提供电能，为城乡

人民生活供水，为农业灌溉服务，提高河流的防洪能

力。但由于战争、自然灾害等其它种种原因，溃坝也

时有发生，“７５·８”洪水造成河南板桥等几座水库溃

坝，对工农业生产、人民生命财产造成严重后果，同

时，溃坝水力学的研究也在我国引起了广泛的重视，

并取得了不少的成果。

关于溃坝最大流量的研究，是溃坝水力学研

究中的重要问题，早在十九世纪 Ｒｉｔｔｅｒ等人就给

出了矩形断面平底、无阻力瞬间全溃坝洪水最大

流量的解析解，即著名的Ｒｉｔｔｅｒ解［１］，后来人们又

提出了三角形、抛物线形及组合抛物线形溃坝洪

水波Ｒｉｔｔｅｒ解。近几十年来，我国科技人员对所

谓抛物线断面溃坝洪水过程线进行了近似分析，

获得了溃坝洪水的特征参数［２］，对于横向局部溃

坝问题，运用动量定理给出了理论解［３］，文献［４］

也从理论上对溃坝洪水波进行了探讨，对于梯形

断面［５］、椭圆形断面［６］及一类简单组合断面［７］也

给 出 了 Ｒｉｔｔｅｒ解。在 理 论 分 析［８１０］、实 验 研

究［１１，１２］、数值模拟研究［３１７］方面，国内外的许多

４６１ 　西安理工大学学报ＪｏｕｒｎａｌｏｆＸｉ’ａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（２０１７）Ｖｏｌ．３３Ｎｏ．２　



科研单位和院校也做了大量的工作。实际工程

中存在 各 种 各 样 的 河 床 断 面，河 床 底 部 横 向 倾

斜，两侧边坡坡度不同的任意梯形断面及弧形断

面就是两种河床断面。对于标准梯形断面已经

有了研究成果［５］。文献［３］对几种公式验证的结

果表明，Ｒｉｔｔｅｒ解是有足够精度的。本文将这种

方法进一步推广到弧断面与任意梯形断面，以获

得弧断面与任意梯形断面棱柱体河槽溃坝最大

流量解析解。

１　基本方程

描述溃坝问题的基本方程为：

犺

狋
＋狏
犺

狓
＋
犃
犅
狏

狓
＝０

狏

狋
＋犵
犺

狋
＋狏
狏

狓
－犵犻－犑（ ）ｆ ＝０

（１）

式中，犺，犃，犅，狏，犵，狓，狋，犻，犑ｆ 分别表示过水断面水

深，过水断面面积，过水断面水面宽度，过水断面平

均流速，重力加速度，距坝址的距离，时间，河槽底坡

坡降，摩阻坡度。

式（１）是两个自变量的一阶拟线性偏微分方程

组，根据特征理论［１８］，特征线方程为：

ｄ狓
ｄ狋
＝狏＋ 犵槡

犃
犅

ｄ狓
ｄ狋
＝狏－ 犵槡

犃
犅

（２）

　　对于顺特征线 ｄ狓
ｄ狋
＝狏＋ 犵槡

犃
犅
，特征向量为

犵槡
犅
犃
，［ ］１ 。故由式（１）得：
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犅
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犅
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　　对于逆特征线ｄ狓
ｄ狋
＝狏－ 犵槡

犃
犅
，特征向量为

－ 犵槡
犅
犃
，［ ］１ ，故由式（１）得：

狏－ 犵槡（ ）犃
犅

狏

狓
－ 犵槡

犅
犃
犺


（ ）

狓
＋
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狋
－ 犵槡

犅
犃
犺

狋
－犵犻－犑（ ）ｆ ＝０ （４）

　　引入黎曼不变量：

狉１，２ ＝狏±∫
犺

０
犵槡
犅
犃
ｄ犺 （５）

　　并考虑平底、无阻力条件，即犻－犑ｆ＝０，则沿特

征线有：

ｄ狓
ｄ狋
＝狏＋ 犵槡

犃
犅

ｄ狉１
ｄ狋
＝０

（６）

ｄ狓
ｄ狋
＝狏－ 犵槡

犃
犅

ｄ狉２
ｄ狋
＝０

（７）

式中，狉１ 为沿顺特征线的黎曼不变量，狉２ 为沿逆特

征线的黎曼不变量。

设水库未扰动前水深为犺０，流速狏０＝０，根据不

变量的性质，沿顺特征线有：

狏＋∫
犺

犺
′
０

犵槡
犅
犃
ｄ犺＝狏０＋∫

犺
０

犺
′
０

犵槡
犅
犃
ｄ犺 （８）

式中，犺′０ 为水深起算点到换算断面底部的高度。

故：

狏＝∫
犺
０

犺
犵槡
犅
犃
ｄ犺 （９）

　　沿逆特征线有：

ｄ狓
ｄ狋
＝狏－ 犵槡

犃
犅

（１０）

　　考虑到溃坝波未受库区末端反射之前，逆特

征为直线，式（１０）中可用狓
狋

代替ｄ狓
ｄ狋
，则式（１０）转

化为：

狓
狋
＝∫

犺
０

犺
犵槡
犅
犃
ｄ犺－ 犵槡

犃
犅

（１１）

　　在坝址处狓＝０，则有：

∫
犺
０

犺
犵槡
犅
犃
ｄ犺＝ 犵槡

犃
犅

（１２）

式（１２）两边均是犺的函数，故由该式可求得坝址处

水深犺，然后由式（９）及式（１２）可得最大流速狏ｍａｘ，最

后得最大流量为：

犙ｍａｘ＝狏ｍａｘ犃＝犃∫
犺
０

犺
犵槡
犅
犃
ｄ犺＝犃 犵槡

犃
犅

（１３）

式（１３）对于任意断面的溃坝问题均是适应的。

２　弧形断面溃坝最大流量解析解

对于半径为犚弧形断面，如图１所示。过水面

积为：

犃＝
π犚

２

２
＋犚 犺－（ ）犚 １－

犺－犚（ ）犚槡
２

＋

犚２ａｒｃｓｉｎ
犺－犚
犚

（１４）

５６１　宁利中，等：任意梯形断面溃坝洪水最大流量解析解



　　水面宽度为：

犅＝２犚 １－
犺－犚（ ）犚槡

２

（１５）

图１　弧形断面示意图
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　　令η＝
犺－犚
犚
，则ｄη＝

１

犚
ｄ犺，故：

犵槡
犃
犅
＝

犵犚槡 π
２

·

１＋
２

π
（犺－犚
犚

１－
犺－犚（ ）犚槡

２

＋ａｒｃｓｉｎ
犺－犚
犚
）

１－
犺－犚（ ）犚槡

熿

燀

燄

燅

２

１
２

＝

犵犚槡 π
２

１＋
２

π
（η １－η槡

２
＋ａｒｃｓｉｎη）

１－η槡

熿

燀

燄

燅２

１
２

＝

２ 犵犚

槡π犘（η）
（１６）

其中：

犘（）η ＝
π
４
１＋

２

π
（η １－η槡

２
＋ａｒｃｓｉｎη（ ））

１／２

·

１－η（ ）２ －
１
４

∫
犺

０
犵槡
犅
犃
ｄ犺＝

∫
η

－１
２
犚犵

槡π
１－η（ ）２

１
４

１＋
２

π
（η １－η槡

２
＋ａｒｃｓｉｎη（ ））

１／２ｄη

（１７）

将式（１７）中被积函数展开成级数形式，再积分有：

∫
犺

０
犵槡
犅
犃
ｄ犺＝２

犚犵

槡πη犉（η）＋犆 （１８）

其中：犆为常数。

犉（）η ＝１－０．３１８３１０η＋０．１１９３１０η
２
－０．０９４９４３η

３
－

０．６４５９５１η
４
－０．０４８４３８η

５
＋０．０３７７５８η

６
＋

０．０９７４３９η
７
＋０．０２２３３７η

８ （１９）

将式（１８）及式（１６）代入式（１２），得：

η０犉η（ ）０ －η犉（）η ＝犘（）η （２０）

式中，η０＝
犺０－犚

犚
。

式（２０）仅是一般隐式方程求解问题，可采用计

算机数值求解或简化的图解法求解［７］。

由式（２０）求得η后，可得无因次最大水深：

犺
犺０
＝
犚
犺０
＋（１－

犚
犺０
） 犉η（ ）０
犉（）η ＋犘（η）／η

（２１）

将式（１２）代入式（９），并考虑式（１６），有：

狏ｍａｘ＝２
犵犚

槡π犘（）η （２２）

　　则无因次最大流速的表达式为：

狏ｍａｘ

犵
犃０
犅槡 ０

＝
犘（）η
犘 η（ ）０

（２３）

式中，犃０、犅０ 分别为水深为犺０ 时圆弧断面的过水断

面面积，水面宽度。

最大流量为：

犙ｍａｘ＝狏ｍａｘ犃＝１６ 犵
犚５

π槡 ３
· １－η槡

２犘３（）η

（２４）

　　无因次最大流量表达式为：

犙ｍａｘ

犃０ 犵
犃０
犅槡 ０

＝
１－η

２

１－η槡 ２
０

·犘
３（）η

犘３ η（ ）０
（２５）

３　任意梯形断面溃坝最大流量解析解

对于如图２所示的任意梯形断面过流河槽，过

水面积为：

犃＝
１

２
２犫＋ 犿１＋犿（ ）２ 犺－犺

′（ ）［ ］０ 犺－犺
′（ ）０

（２６）

　　水面宽度为：

犅＝犫＋ 犿１＋犿（ ）２ 犺－犺
′（ ）０ （２７）

图２　任意梯形断面示意图

Ｆｉｇ．２　Ａｒｂｉｔｒａｒｙｔｒａｐｅｚｏｉｄａｌｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｃｈａｎｎｅｌ
　

　　在犪，犫０，犺′０ 已知条件下，犫为：

犫＝犫０－ 犿１＋犿（ ）２ 犪－犺
′（ ）０ （２８）

式中，犿１ 为梯形断面左边坡，犿２ 为梯形断面右边

坡，犪为梯形断面斜底高差，犺＇０ 为梯形断面底部到换
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算的梯形断面底部的高差，犫０ 为从梯形断面斜底最

高点计算的底宽，犫为换算的梯形断面底部宽度。

若令犿＝
１

２
犿１＋犿（ ）２ ，狔＝

犿 犺－犺′（ ）０［ ］犫

１
２

，则

ｄ狔＝
１

２

犿
犫

１

犺－犺′槡 ０

ｄ犺，故：

犵槡
犃
犅
＝ 犵

犫＋犿 犺－犺
′（ ）［ ］０ 犺－犺

′（ ）０
犫＋２犿 犺－犺

′（ ）槡 ０

＝

犵槡
犫
犿

１＋狔（ ）２ 狔
２

１＋２狔槡 ２ ＝２ 犵槡
犫
犿
犖（狔） （２９）

其中：

犖（狔）＝
１

２

１＋狔（ ）２ 狔
２

１＋２狔槡 ２ 　　　　

犃＝４
犫２

犿
（１＋２狔

２）犖２（狔）

∫
犺

犺
′
０

犵槡
犅
犃
ｄ犺＝∫

犺

犺
′
０

犵
犫＋２犿犺－犺

′（ ）０
犫＋犿犺－犺

′（ ）［ ］０ 犺－犺
′（ ）槡 ０

ｄ犺＝

∫
狔

０
２ 犵犫

槡犿
１＋２狔

２

１＋狔槡 ２ ｄ狔 （３０）

　　经过上述变换后，式（３０）中被积函数的形式与

对称梯形断面［６］是等效的，展开式（３０）中的被积函

数成级数并积分，则式（３０）可表达为：

２∫
狔

０

犵犫

槡犿 ·
１＋２狔

２

１＋狔槡 ２ ｄ狔＝２ 犵槡
犫
犿
狔犌（狔）

（３１）

其中：

犌（）狔 ＝
２３

１６
－
５５

１２８

１

狔
ａｒｃｔｇ狔＋

１

１２８１＋狔（ ）２
－

１

６４ １＋狔（ ）２ ２

　　将式（２９）和式（３１）代入式（１２），得：

狔０犌（狔０）－狔犌（狔）＝犖（狔） （３２）

式中，狔０＝
犿 犺０－犺

′（ ）０［ ］犫

１
２

，犺０ 水库未扰动前水深。

求解式（３２）较为容易，可以通过计算机求解，也

可以用图解法求解。

在狔求得后，可得无因次水深的表达式为：

犺－犺
′
０

犺０－犺
′
０

＝
狔
狔槡０

＝
犌 狔（ ）０

犌（）狔 ＋犖（狔）／［ ］狔
１
２

（３３）

　　考虑式（９）和式（１２），可得最大流速为：

狏ｍａｘ＝２ 犵
２犫

犿１＋犿槡 ２

犖（狔） （３４）

　　无因次最大流速为：

狏ｍａｘ

犵
犃ｔ０
犅槡 ｔ０

＝
犖（狔）

犖（狔０）
（３５）

式中，犃ｔ０、犅ｔ０分别为水深为犺０ 时梯形断面的过水断

面面积，水面宽度。

将式（３４）代入式（１３），最大流量为：

犙ｍａｘ＝犃狏ｍａｘ＝１６ 犵
２犫５

（犿１＋犿２）槡 ３
（１＋２狔

２）犖３（狔）

（３６）

　　无因次最大流量为：

犙ｍａｘ

犃ｔ０ 犵
犃ｔ０
犅槡 ｔ０

＝
１＋２狔

２

１＋狔（ ）２
０

犖３（狔）

犖３（狔０）
（３７）

４　算　例

有一水利工程，河谷断面为圆弧形，圆弧半径

犚＝１００ｍ，水库正常水深犺０＝８０ｍ，河床平缓。求

水库在突然全溃坝时的泄流特性参数。

４．１　计算参数η０、Ｐ（η０）、Ｆ（η０）

由η０＝
犺０－犚

犚
，得η０＝－０．２。由犘（η０）、犉（η０）的

定义，得犘（η０）＝０．６８５３９７１８８，犉（η０）＝１．０６８１７７１４９。

４．２　计算参数η
由式（２０）得：

η＝
η０犉（η０）－犘（η）

犉（η）
（３８）

　　假设η１＝－０．４，代入式（３８）右边得到新的η２，

再将η２ 代入式（３８）右边得到新的η３，经过９次迭代

得到η＝－０．５８８，相应的犘（η）＝０．４７５４２８６３６，

犉（η）＝１．１７３４１８８０１。

４．３　计算特性参数

由式（２１），得无因次水深为：

犺
犺０
＝０．５１８１０４５２１

　　由式（２２）和式（２３），得最大流速和无因次最大

流速为：

狏ｍａｘ＝１６．７９８２３ｍ／ｓ

狏ｍａｘ

犵
犃０
犅槡 ０

＝０．６９３６５４２

　　由式（２４）和式（２５），得最大流量和无因次最大

流量为：

犙ｍａｘ＝７８２４７．１２９６５ｍ
３／ｓ

犙ｍａｘ

犃０ 犵
犃０
犅槡 ０

＝０．２７５５２８９９

５　结　语

本文通过特征变换，将Ｓａｉｎｔｖｅｎａｎｔ方程组变
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成特征线方程组，即不变量形式。对弧形断面和

任意梯形断面不变量中的被积函数用级数展开再

积分，得到了 Ｒｉｅｍａｎｎ不变量的初等表达式，从而

获得溃坝水深方程，通过用迭代法求得水深后，给

出了弧形断面与任意梯形断面河槽溃坝洪水特性

参数（即无因次最大水深、无因次最大流速、无因

次最大流量）的解析解。本文最后通过一个算例

给出了溃坝水深的求解方法及无因次最大水深、

无因次最大流速、无因次最大流量的计算步骤。

本文的方法可用来预报相关断面溃坝洪水最大流

速和最大流量。
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