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摘要：本文基于阿基米德蜗轮蜗杆（ＺＡ蜗轮蜗杆）的加工原理及蜗轮蜗杆空间啮合原理，推导出阿

基米德蜗轮齿面数学模型及蜗轮蜗杆啮合方程式。在蜗轮轴截面方向进行齿面网格划分，根据蜗

轮蜗杆啮合原理以及齿面网格节点空间坐标的数值关系建立非线性方程组。最后通过 ＭＡＴＬＡＢ

求解出阿基米德蜗轮空间网格点的坐标值及法矢，并在三坐标测量机上验证了算法的可行性。
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　　蜗轮蜗杆作为一种重要的机械传动元件，广泛应

用在机床、汽车、仪器、冶金等领域。然而在其加工过

程中，由于机床加工参数的调整以及刀具的影响，存

在一定的加工和安装误差，导致齿面存在一定的误

差，误差对传动系统的精度与动态特性（特别是振动

与噪声）有直接的影响［１］。因此，有必要研究蜗轮蜗

杆的齿面模型，分析并构造蜗轮蜗杆的理论齿面，将

齿面测量数据和理论齿面坐标值进行比较，从而得到

齿面误差，并运用相关切齿修正理论和技术调整加工

机床，可使加工出来的齿面更接近于理论齿面。

所以，如何获取的理论齿面数据就成为控制蜗

轮蜗杆齿面精度的关键。天津大学王树人教授及美

国的ＦａｙｄｏｒＬ．Ｌｉｔｖｉｎ教授等对蜗杆传动的啮合理

论及蜗轮蜗杆齿面建模进行了深入研究，为蜗杆传

动提供了理论基础［２３］。浙江大学李立新等以双三

次Ｂ样条插值曲面反算方法为基础，计算出蜗轮齿

面上的离散点［４］，但计算过程复杂。目前国内的蜗

轮蜗杆都是在国外的齿轮测量中心进行检定，比如

德国 Ｋｌｉｎｇｅｌｎｂｅｒｇ及 ＷＥＮＺＥＬ的三坐标测量机。

Ｋｌｉｎｇｅｌｎｂｅｒｇ公司齿轮测量中心的技术水平处于领

先地位，我国计量院的齿轮样板的检测结果也以

Ｋｌｉｎｇｅｌｎｂｅｒｇ的检测结果为准。

本文以ＺＡ蜗轮为例，推导其齿面数学模型及

啮合方程式，并规划测量网格，从而求解出蜗轮齿面

的理论坐标。

１　ＺＡ蜗轮齿面数学模型

１．１　ＺＡ蜗杆齿面方程

ＺＡ蜗杆是用具有直线刃的梯形刀具在车床上

加工而成［５］。刀具前刀面安装在过蜗杆轴线的水平

位置上，刀具左右两直线刀刃同时切削蜗杆齿槽的

两侧面。根据蜗杆的加工原理，将车刀刃口直线方

０７３ 　西安理工大学学报ＪｏｕｒｎａｌｏｆＸｉ’ａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（２０１６）Ｖｏｌ．３２Ｎｏ．３　



程进行坐标转换，可得蜗杆螺旋面方程式（１）：

狓１ ＝狌ｃｏｓαｃｏｓθ

狔１ ＝狌ｃｏｓαｓｉｎθ

狕１ ＝狆θ－狌ｓｉｎ

烅

烄

烆 α

（１）

式中：α为蜗杆的轴向齿形角；狌为车刀直线刃口参

数；参变数θ表示母线从起始位置绕狕轴转过的角

度；狆为螺旋参数。对于左旋螺旋面，只需把式中狆θ

前的正号改为负号即可，本文所用蜗杆为右旋蜗杆。

根据空间啮合理论，为求蜗轮齿面方程式，先要

得到蜗杆齿面的法线狀的表达式。狀狓１、狀狔１、狀狕１为法矢

量在狓１、狔１、狕１ 三个坐标轴上的分量，其大小分别为：

狀狓１＝

狔１

狌

狔１

θ

狕１

狌

狕１

θ

；狀狔１＝

狕１

狌

狕１

θ

狓１

狌

狓１

θ

；狀狕１＝

狓１

狌

狓１

θ

狔１

狌

狔１

θ

（２）

　　根据上式可求得蜗杆齿面的法线矢量在三个坐标

轴上的分量如式（３）所示，其单位法矢如式（４）所示。

狀狓１ ＝狌ｓｉｎαｃｏｓθ＋狆ｓｉｎθ

狀狔１ ＝狌ｓｉｎαｓｉｎθ－狆ｃｏｓθ

狀狕１ ＝狌ｃｏｓ

烅

烄

烆 α

（３）

狀＝
狀狓１犻＋狀狔１犼＋狀狕１犽

狀２狓１＋狀
２
狔１＋狀

２
狕槡 １

（４）

１．２　蜗轮蜗杆啮合坐标系的建立

蜗轮蜗杆啮合选用三个坐标系，图１给出了各

坐标系之间的相对运动关系，∑１［狅１；狓１，狔１，狕１］是

和蜗杆相固连的动坐标系，蜗杆轴和狕１ 轴重合；

∑２［狅２；狓２，狔２，狕２］是和蜗轮相固连的动坐标系，蜗

轮轴和狕２ 轴重合；∑［狅；狓，狔，狕］为空间固定坐标系，

狕轴和狕１ 轴重合；∑２’［狅２’；狓２’，狔２’，狕２’］是空间辅助

固定坐标系，狕２’轴与狕２ 轴重合。

图１　蜗轮蜗杆啮合坐标系

Ｆｉｇ．１　Ｍｅｓｈｉｎｇｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆｗｏｒｍｇｅａｒａｎｄｗｏｒｍ
　

蜗轮和蜗杆的中心距为犃０，φ１、φ２ 分别指啮合

运动中蜗杆、蜗轮的转角。蜗杆与蜗轮连续啮合时，

蜗杆绕ｚ１ 轴转过φ１ 角时对应的蜗轮绕ｚ２ 轴转过

φ２ 角，φ１ 与φ２ 的关系满足传动比犻１２＝φ１／φ２。

由∑１ 转换到∑２ 的转换矩阵见式（５）。

犕２１＝

ｃｏｓφ１ｃｏｓφ２ －ｓｉｎφ１ｃｏｓφ２ －ｓｉｎφ２ 犃０ｃｏｓφ２

－ｃｏｓφ１ｓｉｎφ２ ｓｉｎφ１ｓｉｎφ２ －ｃｏｓφ２ －犃０ｓｉｎφ２

ｓｉｎφ１ ｃｏｓφ１ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １

（５）

１．３　ＺＡ蜗轮蜗杆啮合方程

根据齿轮啮合原理，蜗轮蜗杆齿面在任意啮合

瞬时呈线接触［５６］，在它们的切点处有公共的法平

面和公共的法线狀。两齿面在切点处的相对运动速

度狏１２必然和法线垂直，这样才能保证两个齿面能够

连续接触，既不会脱开也不会发生干涉。即蜗轮蜗

杆啮合时应满足方程式（６）。

狀·狏１２ ＝０ （６）

　　假设蜗杆与蜗轮啮合时，蜗杆以定角速度ω１

绕狕１ 轴旋转，蜗轮以定角速度ω２ 绕狕２ 轴旋转，如

图２所示。

图２　啮合点相对速度坐标

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌａｔｉｖｅｖｅｌｏｃｉｔｙｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆｍｅｓｈｉｎｇｐｏｉｎｔ
　

当蜗杆转过φ１ 角时，对应蜗轮转过φ２，蜗杆齿

面上的点狆进入啮合，其相对速度狏１２为：

狏１２ ＝ω１×狉１－ω２×狉２ ＝ω１２×狉１－ω２×τ

（７）

式中，ω１２＝ω１－ω２；狉２＝狉１＋τ；τ＝犃０犻。

将式（４）和式（７）带入式（６）可推导出ＺＡ蜗轮

蜗杆啮合方程式（８）：

１７３宋丹，等：阿基米德蜗轮齿面建模与计算



狌２＋狌［狆ｓｉｎαｔａｎ（θ＋φ１）＋（犃０－狆犻１２）
ｃｏｓα

ｃｏｓ（θ＋φ１）
－

狆θｓｉｎα］－狆
２
θｔａｎ（θ＋φ１）＝０ （８）

１．４　ＺＡ蜗轮齿面方程

蜗轮蜗杆齿面为一对共轭齿面，所以利用坐标

变换将ＺＡ蜗杆齿面上的接触线的坐标式变换到蜗

轮坐标系中，即得到蜗杆的共轭齿面，也就是ＺＡ蜗

轮齿面的方程（见式（９））。

狌２＋狌［狆ｓｉｎαｔａｎ（θ＋φ１）＋（犃０－狆犻１２）
ｃｏｓα

ｃｏｓ（θ＋φ１）
－

　　狆θｓｉｎα］－狆
２
θｔａｎ（θ＋φ１）＝０

狓２＝狓１ｃｏｓφ１ｃｏｓφ２－狔１ｓｉｎφ１ｃｏｓφ２－狕１ｓｉｎφ２＋

　　犃０ｃｏｓφ２

狔２＝－狓１ｃｏｓφ１ｓｉｎφ２＋狔１ｓｉｎφ１ｓｉｎφ２－狕１ｃｏｓφ２－

　　犃０ｓｉｎφ２

狕２＝狓１ｓｉｎφ１＋狔１ｃｏｓφ１

犻１２＝φ１／φ

烅

烄

烆 ２

（９）

蜗轮蜗杆齿面为一对共轭齿面，所以在接触点

处有公共的法线，把蜗杆齿面的法线方程经过坐标

转换，可得到蜗轮齿面法矢（见式（１０））。

狀狓２＝狀狓１ｃｏｓφ１ｃｏｓφ２－狀狔１ｓｉｎφ１ｃｏｓφ２－狀狕１ｓｉｎφ２＋

　　犃０ｃｏｓφ２

狀狔２＝－狀狓１ｃｏｓφ１ｓｉｎφ２＋狀狔１ｓｉｎφ１ｓｉｎφ２－狀狕１ｃｏｓφ２－

　　犃０ｓｉｎφ２

狀狕２＝狀狓１ｓｉｎφ１＋狀狔１ｃｏｓφ１

犻１２＝φ１／φ

烅

烄

烆 ２

（１０）

２　蜗轮齿面网格划分

蜗轮的齿面是一种极为复杂的空间曲面，测量

时只能选取齿面上的离散点进行检测。为了使得测

量所取的离散点尽可能准确地描述蜗轮的齿面几何

形状，同时又不产生测量数据冗余，就需要在蜗轮齿

面的旋转投影面上进行网格规划。因为三坐标测量

机的测头不能准确地测量齿面边界倒角以及齿根附

近区域，所以在测量蜗轮的齿面时，需在齿面的四周

预留一定的边界。

在设置网格测量参数时，主要有行和列两个参

数：行数取４～１５，列数取６～１５。

在划分网格时，需要设置齿根处缩进量、齿顶处

缩进量、角处缩进量及测量密度，以保证网格点在

狓２狅２狕２ 平面上均匀分布。在蜗轮齿面的旋转投影面

上进行的网格规划如图３所示。由图３可知，网格

的划分由两个参数决定，一个是角度参数β，一个是

蜗杆半径参数ｒ。β可根据蜗轮齿冠面角进行取值，

ｒ从蜗杆齿根到齿顶取值。可根据以下３个关系式

求解齿面未知参数。

图３　网格划分示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｇｒｉｄ　

首先，β、狉及狕２ 之间的几何关系满足式（１１）：

狕２ ＝狉ｔａｎβ （１１）

　　其次，网格上的坐标点满足关系式（１２）：

狓２２＋狔
２
２ ＝犚

２ （１２）

式中，犚为网格点在蜗轮上的半径，犚＝犃０－狉ｃｏｓβ。

将式（９）中的狕２ 用狓２、狔２ 表示，并将狓２、狔２、狕２

分别代入式（１１）、（１２），并与式（８）联立，可求解出蜗

轮齿面方程的未知参数狌、θ、φ１，然后φ２＝φ１／犻１２。

将这四个参数带入蜗轮的齿面方程，便可求得

网格划分坐标点处的坐 标 值。求 解 流 程 如 图４

所示。

图４　齿面网格坐标求解流程图

Ｆｉｇ．４　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｇｒｉｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｆｏｒｔｏｏｔｈｓｕｒｆａｃｅ
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３　蜗轮理论齿面计算及测量结果

３．１　阿基米德蜗轮齿面网格坐标计算

了解了蜗轮齿面网格点坐标理论值的求解方

法，可通过犕犃犜犔犃犅建立齿面方程组进行求解，划

分网格为“５×９”，共４５个网格点，输入的蜗轮蜗杆

基本参数如表１所示。运行程序后部分网格点理论

坐标值及单位法矢计算结果列于表２。

表１　ＺＡ蜗轮蜗杆基本参数

Ｔａｂ．１　ＢａｓｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＺＡｗｏｒｍｇｅａｒ

参数名称 取值 参数名称 取值

蜗杆头数狕１ ２ 蜗轮齿数狕２ ４０

蜗杆旋向 右旋 蜗轮模数犿 １．１５

中心距犃０ ３２．７６ｍｍ 齿顶高系数犺 １

齿形角αｎ ２０° 顶隙系数犮 ０．１５

变位系数 ０ 蜗轮齿冠面角γ ７５．８６７４°

表２　ＺＡ蜗轮网格点理论及实测坐标值偏差及单位法矢计算结果

Ｔａｂ．２　ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎｄｄｅｔｅｃｔｉｏｎｐｏｉｎｔｓｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｄｅｖｉａｔｉｏｎｓａｎｄｕｎｉｔｎｏｒｍａｌｖｅｃｔｏｒｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆＺＡｗｏｒｍｇｅａｒ

位置狆犻犼
理论坐标值／（ｍｍ） 偏差／（ｍｍ） 单位法矢

狓 狔 狕 Δ狓 Δ狔 Δ狕 狀狓 狀狔 狀狕

（１，１）
２４．４７０７
（２４．４６３７）

－０．４０９８
（－０．３７３９）

－４．８６７９
（－４．８８０６）

－０．００７０ ０．０３５９ －０．０１２７ ０．３８６７ －０．８８４５ ０．２６１０

（２，１）
２４．３６７７
（２４．３５８３）

－０．４７１７
（－０．４４６２）

－４．９２７７
（－４．９３７０）

－０．００９４ ０．０２５５ －０．００９３ ０．３７６２ －０．８８９１ ０．２６０７

（３，１）
２４．２６４６
（２４．２５８１）

－０．５３２１
（－０．５１４９）

－４．９８７５
（－４．９９３９）

－０．００６５ ０．０１７２ －０．００６４ ０．３６５４ －０．８９３７ ０．２６０５

（１，５）
２３．１４９８
（２３．１５５８）

０．０８７５
（０．０８６４）

０．００００
（０．００２２）

０．００６０ －０．００１１ ０．００２２ ０．３５９６ －０．９２６４ ０．１１１７

（２，５）
２３．０３１８
（２３．０３４０）

０．０４２７
（０．０４０４）

０．００００
（０．０００６）

０．００２２ －０．００２３ ０．０００６ ０．３４５２ －０．９３２０ ０．１１０４

（３，５）
２２．９１３７
（２２．９１３７）

０．００００
（０．００００）

０．００００
（０．００００）

０．００００ ０．００００ ０．００００ ０．３３０２ －０．９３７６ ０．１０９１

（１，８）
２３．８９４８
（２３．９１５４）

０．６０８０
（０．５８９９）

３．７２７９
（３．７２１６）

０．０２０６ －０．０１８１ －０．００６３ ０．４６０５ －０．８８７２ －０．０２８４

（２，８）
２３．７８７３
（２３．７９８３）

０．５５１５
（０．５３１９）

３．７７３８
（３．７６７５）

０．０１１０ －０．０１９６ －０．００６３ ０．４４９７ －０．８９２７ －０．０２９８

（３，８）
２３．６７９６
（２３．６８７５）

０．４９６５
（０．４８０８）

３．８１９６
（３．８１２３）

０．００７９ －０．０１５７ －０．００７３ ０．４３８６ －０．８９８１ －０．０３１１

　　注：小括号内数据为该网格点的实测值。

３．２　实测数据

蜗轮齿面网格点的理论坐标值和单位法矢求得

之后，要完成蜗轮齿面的误差测量，需测出真实蜗轮

齿面上的空间三维坐标值。本文选用三坐标测量机

对蜗轮进行测量，由计算机程序提供求得的测点法

矢，传到测量机，测量机将数据转换成运动，驱动测

头测量。测头到位后读出实际测点的坐标，返回到

计算机。ＺＡ蜗轮上述相应点由三坐标测量仪测量

的结果见表２中小括号中的数据。

由表２可知，狓方向最大偏差为０．０２０６ｍｍ，

在网格点（１，８）处；狔方向最大偏差为０．０３５９ｍｍ，

在网格点（１，１）处；狕方向最大偏差为－０．０１２７

ｍｍ，在网格点（１，１）处。在狓、狔、狕方向上出现最大

偏差的网格点均位于划分网格的边界，这是由于在

蜗轮的测量过程中，触测蜗轮齿面边界，有可能会产

生测量系统误差。由误差大小可知，本文对ＺＡ蜗

轮齿面数学模型的建立及求解方法是正确的。

４　结　语

本文基于ＺＡ蜗轮齿面方程及啮合方程，对蜗

轮进行了网格点的规划。通过 ＭＡＴＬＡＢ编程，根

据被测蜗轮的结构参数，求解出蜗轮齿面网格点的

理论坐标值与单位法矢，并在三坐标测量机上对

ＺＡ蜗轮进行检测，检测结果证明了数学模型的建

立以及网格坐标点的求解方法是可行且有效的。
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