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摘要:本文证明了双线性分数次Hardy算子和双线性分数次共轭 Hardy算子分别与Lipschitz函

数生成的交换子在Herz-Morrey空间上的有界性,同时获得了双线性 Hardy算子和双线性共轭

Hardy算子交换子的相应结果.
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Abstract:TheboundednessofcommutatorsofbilinearfractionalHardyoperatorsanditsconju-
gateoperatorsonHerz-Morreyspacesareproven,meanwhile,thesimilarresultsofbilinearHar-
dyoperatorsandbilinearconjugateHardyoperatorsareobtained.
Keywords:bilinearfractionalHardyoperators;Lipschitzfunctions;Herz-Morreyspaces;bound-

edness

  设f为R+ 上的非负可测函数,经典的 Hardy
算子定义为:

Hf(x):= 1x∫
x

0
f(t)dt,

H*f(x):=∫
+∞

x

f(t)
t dt, x>0

Hardy算子 H 与H *互为共轭算子,即:

∫
+∞

0
g(x)Hf(x)dx=∫

+∞

0
f(x)H*g(x)dt

其中f∈Lp(R+),g∈Lp′(R+),1<p< ∞,

1
p+

1
p′=1

。

1920年,Hardy在证明 Hilbert双重级数的过

程中得到了Hardy积分不等式。随后,Hardy积分

不等式受到了广泛的关注,参见文献[1-4]。

1995年,Christ和Grafakos[5]给出了n维Har-
dy算子:

Hf(x):= 1
|x|n∫|y|≤|x|

f(y)dy, x∈Rn\{0}

  2007年,Fu,Liu和Lu等[6]首次建立了n维分

数次Hardy算子:

Hf(x):= 1
|x|n-β∫|y|≤|x|

f(y)dy,

H*f(x):=∫|y|>|x|

f(y)
|y|n-βdy, x∈Rn\{0}

并建立了它们在Lebesgue空间和Herz空间上的有

界性,同时研究了和CMO函数所生成的交换子的

有界性,其中0≤β<n,f 是Rn 上的局部可积函

数,且:

∫Rng(x)Hf(x)dx=∫Rnf(x)H
*g(x)dx

  我们首先介绍双线性分数次 Hardy算子的

定义:
定义1 设向量值函数f=(f1,f2),其中f1、

f2 是Rn 上的局部可积函数,0≤β<2n,双线性分数

次Hardy算子定义为:

Hβf(x):=
1

|x|2n-β∫|t1|≤|x|∫|t2|≤|x|
f1(t1)f2(t2)dt1dt2,
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H*
βf(x):=∫|t1|>|x|∫|t2|>|x|

f1(t1)f2(t2)
|(t1,t2)|2n-β

dt1dt2

其中x∈Rn\{0},|(t1,t2)|= |t1|2+|t2|2。
下面给出 Herz-Morrey空间的定义。设Bk=

{x∈Rn:|x|≤2k},对于k∈Z,记Ak=Bk\Bk-1,且

χk=χAk
,其中χAk

是Ak 的特征函数。

定义2[7] 设α∈R,0≤λ<∞,0<p,q≤∞,齐
次Herz-Morrey空间的定义为:

ṀKα,λ
p,q(Rn):={f∈Lloc(Rn):‖f‖ṀKα,λ

p,q
(Rn)< ∞}

其中 ‖f‖ṀKα,λ
p,q
(Rn):=

sup
k0∈Z
2-k0λ ∑

k0

k=-∞
2kαp‖fχAk‖p

Lq(Rn{ })
1/p。

注记1 显然,MK̇α,0
p,q(Rn)=K̇α,p

q (Rn),对于0
<p≤∞及α∈R,有 K̇0,p

p (Rn)=Lp(Rn)并且 K̇α/p,p
p

(Rn)=Lp(|x|α,Rn)。
定义3[8] 设0<α<1,Lipschitz空间的定

义为:

Λ̇α(Rn):= {f:‖f‖Λ̇α(R
n)< ∞}

其中‖f‖Λ̇α(R
n):=sup

x,h∈Rn

|f(x+h)-f(x)|
|h|α 。

在2003年,Pérez和Torres[9]研究了如下定义

的双线性C-Z算子交换子:
[T,b]1(f,g):=T(bf,g)-bT(f,g),
[T,b]2(f,g):=T(f,bg)-bT(f,g)

其中,b是Rn 上的一个局部可积函数,称该局部可

积函数为交换子符号。

Pérez和Torres讨论了交换子[T,b]i(i=1,2)
在Lebesgue空间上的有界性,如果b∈BMO(Rn),

1<p,p1<∞,且1p+
1
p1=1

,则:

‖[T,b]1(f,g)‖Lp(Rn),

‖[T,b]2(f,g)‖Lp(Rn)≤
C‖b‖BMO(Rn)‖f‖Lp1(Rn)‖g‖Lp2(Rn)

同时作者也发现了当1
2<p<∞时,上述结果也

成立。
在2009年,傅尊伟等人研究了n 维分数次

Hardy算子与Lipschitz交换子在Herz空间上的有

界性。
受上述工作的启发,我们首先给出双线性分数

次Hardy算子和双线性分数次共轭 Hardy算子交

换子的定义。
定义4 设b是Rn 上的局部可积函数,向量值

函数f=(f1,f2),其中f1、f2 是Rn 上的局部可积

函数,0≤β<2n,双线性分数次 Hardy算子交换子

与双线性分数次共轭Hardy算子交换子定义为:
[b,Hβ]1(f):=bHβ(f1,f2)-Hβ(bf1,f2),
[b,Hβ]2(f):=bHβ(f1,f2)-Hβ(f1,bf2)
[b,H*

β ]1(f):=bH*
β (f1,f2)-H*

β (bf1,f2),
[b,H*

β ]2(f):=bH*
β (f1,f2)-H*

β (f1,bf2)
注记2 显然β=0时,[b,Hβ]i=[b,H]i,[b,

H*
β ]i=[b,H*]i,i=1,2,其中[b,H]i 为双线性

Hardy算子交换子,[b,H*]i 为双线性共轭 Hardy
算子交换子。

一个自然的问题是:双线性分数次 Hardy算子

交换子[b,Hβ]i 与双线性分数次共轭Hardy算子交

换子[b,H*
β ]i 在 Herz-Morrey空间上是不是有界

呢? 本文我们将给出肯定答案。
本文研究交换子的有界性,而不是有界性中的

最佳常数估计,因此文章的C 通常表示与空间维数

有关的常数,每次出现时有可能其值并不相同。对

于Rn 中的可测子集E,用|E|表示E 的Lebesgue
测度。

1 主要结论及辅助结果

在叙述本文的主要结果之前,我们先给出相关

的引理

引理1[1] 设0<α<1,且f∈̇Λα(Rn),则有:

|f(x)-f(y)|≤|x-y|α‖f‖Λ̇α(R
n)

  定理1 设0<α<1,0<pi<∞,1<qi<∞,i=

1,2,且满足1
q1+

1
q2-

1
q =

α+β
n
,1
p1+

1
p2-

1
p =

α+β
n
,γ=γ1+γ2,λ=λ1+λ2。

ⅰ)如果b∈̇Λα(Rn),且γi<λi+n/q′i,i=1,2,
则有:

‖[b,Hβ]i(f)‖ṀKγ,λ
p,q
(Rn)≤

C‖f1‖ṀKγ1,λ1p1,q1
(Rn)‖f2‖ṀKγ2,λ2p2,q2

(Rn)

  ⅱ)如果b∈̇Λα(Rn),且γ1>λ1+α+β/2-n/q1,

γ2>λ2+β/2-n/q2,则有:

‖[b,H*
β ]1(f)‖ṀKγ,λ

p,q
(Rn)≤

C‖f1‖ṀKγ1,λ1p1,q1
(Rn)‖f2‖ṀKγ2,λ2p2,q2

(Rn)

  ⅲ)如果b∈̇Λα(Rn),且γ1>λ1+β/2-n/q1,

γ2>λ2+α+β/2-n/q2,则有:

‖[b,H*
β ]2(f)‖ṀKγ,λ

p,q
(Rn)≤

C‖f1‖ṀKγ1,λ1p1,q1
(Rn)‖f2‖ṀKγ2,λ2p2,q2

(Rn)

  由注记1我们有以下推论。
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推论1 设0<α<1,0<pi<∞,1<qi<∞,i=

1,2,且满足1
q1+

1
q2-

1
q =

α+β
n
,1
p1+

1
p2-

1
p =

α+β
n
,γ=γ1+γ2。

ⅰ)如果b∈Λ̇α(Rn),且γi<n/q′i,i=1,2,
则有:

‖[b,Hβ]i(f)‖K̇γ,p
q
(Rn)≤

C‖f1‖K̇γ1,p1q1
(Rn)‖f2‖K̇γ2,p2q2

(Rn)

  ⅱ)如果b∈Λ̇α(Rn),且γ1>α+β/2-n/q1,

γ2>β/2-n/q2,则有:

‖[b,H*
β ]1(f)‖K̇γ,p

q
(Rn)≤

C‖f1‖K̇γ1,p1q1
(Rn)‖f2‖K̇γ2,p2q2

(Rn)

  ⅲ)如果b∈̇Λα(Rn),且γ1>β/2-n/q1,γ2>
α+β/2-n/q2,则有:

‖[b,H*
β ]2(f)‖K̇γ,p

q
(Rn)≤

C‖f1‖K̇γ1,p1q1
(Rn)‖f2‖K̇γ2,p2q2

(Rn)

  推论2 设0<α<1,0<pi<∞,1<qi<∞,i=

1,2,且满足1
q1+

1
q2-

1
q=

α
n
,1
p1+

1
p2-

1
p=

α
n
,γ=

γ1+γ2,λ=λ1+λ2。

ⅰ)如果b∈̇Λα(Rn),且γi<λi+n/q′i,i=1,2,
则有:

‖[b,H]i(f)‖ṀKγ,λ
p,q
(Rn)≤

C‖f1‖ṀKγ1,λ1p1,q1
(Rn)‖f2‖ṀKγ2,λ2p2,q2

(Rn)

  ⅱ)如果b∈̇Λα(Rn),且γ1>λ1+α-n/q1,γ2>
λ2-n/q2,则有:

‖[b,H*]1(f)‖ṀKγ,λ
p,q
(Rn)≤

C‖f1‖ṀKγ1,λ1p1,q1
(Rn)‖f2‖ṀKγ2,λ2p2,q2

(Rn)

  ⅲ)如果b∈Λ̇α(Rn),且γ1>λ1-n/q1,γ2>
λ2+α-n/q2,则有:

‖[b,H*]2(f)‖ṀKγ,λ
p,q
(Rn)≤

C‖f1‖ṀKγ1,λ1p1,q1
(Rn)‖f2‖ṀKγ2,λ2p2,q2

(Rn)

2 定理的证明

2.1 ⅰ)的证明

对任意的fi∈MK̇γi,λi
pi,qi
(Rn),i=1,2,令fi,k:=

fiχk=fiχAk
,则有:

fi(x)= ∑
∞

k=-∞
fi(x)χk(x)= ∑

∞

k=-∞
fi,k(x)

  由Herz-Morrey空间及[b,Hβ]i 的定义,我们

首先估计‖[b,Hβ]i(f)χk‖q
Lq(Rn),有:

‖[b,Hβ]i(f)χk‖q
Lq(Rn)=

∫Rn|[b,Hβ]i(f)(x)χk(x)|qdx≤

∫Rn
1

|x|2n-β∫|t1|≤|x|∫|t2|≤|x|
(b(x)-

b(ti))f1(t1)f2(t2)dt1dt2
q
χk(x)dx≤

C‖b‖q̇
Λα(R

n)2kq(β-2n)∫A
{

k∫Bk∫Bk
|x-ti|α|f1(t1)|

|f2(t2)|dt1dt }2
q
dx≤

C‖b‖q̇
Λα(R

n)2kq(β-2n)∫A
{

k∫Bk∫Bk

(|x|α+|ti|α)×

|f1(t1)||f2(t2)|dt1dt }2
q
dx≤

C‖b‖q̇
Λα(R

n)2kq(β-2n)∫A
{

k
|x|α∑

k

k1=-∞∫Ak1

|f1(t1)|

dt1∑
k

k2=-∞∫Ak2

|f2(t2)|dt }2
q
dx≤

C‖b‖q̇
Λα(R

n)2kq(β-2n+α)∫A
{

k
∑
k

k1=-∞∫Ak1

|f1(t1)|×

dt1∑
k

k2=-∞∫Ak2

|f2(t2)|dt }2
q
dx=∶I

通过Hölder不等式,1
qi
+1q′i=1

,i=1,2,以及1
q1+

1
q2-

1
q=

α+β
n
,有:

I=C‖b‖q̇
Λα(R

n)2kq(β-2n+α)+ {kn ∑
k

k1=-∞∫Ak1

|f1(t1)|×

dt1∑
k

k2=-∞∫Ak2

|f2(t2)|dt }2
q

≤

C‖b‖q̇
Λα(R

n)2kq(β-2n+α)+

{

kn

∏
2

i=1
∑
k

ki=-∞∫Aki

|fi(ti)|qidt( )i

1/qi∫Aki

dt( )i

1/q′

}
i q

≤

C‖b‖q
Λ̇α(R

n {) ∏
2

i=1
∑
k

ki=-∞
2(ki-k)n/q′i‖fi,ki‖Lqi(Rn })

q

令1
p1+

1
p2=

1
υ
,则1

υ-
α+β
n =1p

,从而p>υ,使

用序列形式的Hölder不等式可得:

‖[b,Hβ]i(f)‖ṀKγ,λ
p,q(R

n) =

sup
k0∈Z
2-k0 {λ ∑

k0

k=-∞
2kγp‖[b,Hβ]i(f)χAk‖p

Lq(Rn })
1/p

≤

C‖b‖Λ̇α(R
n)supk0∈Z

2-k0 {λ ∑
k0

k=-∞
2kγp

(

×

∏
2

i=1
∑
k

ki=-∞
2(ki-k)n/q′i‖fi,ki‖Lqi(Rn )) }

p 1/p

≤

C‖b‖Λ̇α(R
n)supk0∈Z

2-k0 {λ ∑
k0

k=-∞
·
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∏
2

i=1
∑
k

ki=-∞
2(ki-k)(n/q′i-γi)+kiγi‖fi,ki‖Lqi(Rn( )) }p 1/p

≤

C‖b‖Λ̇α(R
n)supk0∈Z

2-k0 {λ ∑
k0

k=-∞
·

∏
2

i=1
∑
k

ki=-∞
2(ki-k)(n/q′i-γi)+kiγi‖fi,ki‖Lqi(Rn( )) }

υ 1/υ

≤

C‖b‖Λ̇α(R
n)supk0∈Z

2-k0λ∏
2

i=
{

1
∑
k0

k=-∞
·

∑
k

ki=-∞
2(ki-k)(n/q′i-γi)+kiγi‖fi,ki‖Lqi(Rn( ))

p }i
1/pi
≤

C‖b‖Λ̇α(R
n)∏

2

i=1
sup
k0∈Z
2-k0λ {i ∑

k0

k=-∞
·

∑
k

ki=-∞
2(ki-k)(n/q′i-γi)+kiγi‖fi,ki‖Lqi(Rn( ))

p }i
1/pi

因为

‖fi,ki‖Lqi(Rn)=2-kiγi(2kiγipi‖fi,ki‖
pi
Lqi(Rn))1/pi ≤

2-kiγi ∑
ki

ji=-∞

2jiγipi‖fi,ki‖
pi
Lqi(Rn( ))

1/pi ≤

≤2ki(λi-γi {)2-kiλi ∑
ki

ji=-∞

2jiγipi‖fki‖
piLqi(Rn( ))

1/p }i ≤

2ki(λi-γi)‖fi‖ṀKγi,λipi,qi
(Rn)

所以由条件γi<λi+n/q′i 得:

‖[b,Hβ]i(f)‖ṀKγ,λ
p,q(R

n)≤

C‖b‖Λ̇α(R
n)∏

2

i=1
‖fi‖ṀKγi,λipi,qi

(Rn)×

sup
k0∈Z
2-k0λ {i ∑

k0

k=-∞
2kλipi ∑

k

ki=-∞
2(ki-k)(n/q′i-γi+λi( ))

p }i
1/pi
≤

C‖b‖Λ̇α(R
n)∏

2

i=1
‖fi‖ṀKγi,λipi,qi

(Rn)×

sup
k0∈Z
2-k0λi ∑

k0

k=-∞
2kλip( )i

1/pi ≤

C‖b‖Λ̇α(R
n)∏

2

i=1
‖fi‖ṀKγi,λipi,qi

(Rn)

2.2 ⅱ)的证明

同理我们首先估计‖[b,H*
β ]1(f)χk‖q

Lq(Rn),

有:

‖[b,H*
β ]1(f)χk‖q

Lq(Rn)=

∫Rn|[b,H
*
β ]1(f)(x)χk(x)|qdx=

∫Rn∫|t1|>|x|∫|t2|>|x|

(b(x)-b(t1))f1(t1)f2(t2)
|(t1,t2)|2n-β ×

dt1dt2
q
χk(x)dx≤

C‖b‖q̇
Λα(R

n)∫A
{

k
∑
∞

k1=k
∑
∞

k2=k
2(k1+k2)(β/2-n)∫Ak1

|f1(t1)|

|x-t1|αdt1∫Ak2

|f2(t2)|dt }2
q
dx≤

C‖b‖q̇
Λα(R

n)∫A
{

k
∑
∞

k1=k
∑
∞

k2=k
2(k1+k2)(β/2-n)+k1α∫Ak1

|f1(t1)|

dt1∫Ak2

|f2(t2)|dt }2
q
dx=∶J

利用Hölder不等式,1
qi
+1q′i=1

,i=1,2,可得:

J≤C‖b‖q̇
Λα(R

n {) ∑
∞

k1=k
∑
∞

k2=k
2(k1+k2)(β/2-n)+k1α×

‖f1,k1‖Lq1(Rn)‖f2,k2‖Lq2(Rn)‖χBk‖Lq(Rn)×

‖χBk1
‖Lq′1(Rn)‖χBk2

‖Lq′2(Rn })
q

令1
q1+

1
q2=

1
u
,则1

q=
1
u-

α+β
n
。注意到χBj

(x)≤

C2-j(α+β)Iα+β(χBj
)(x),其中Iα+β为分数次积分算子

(Riesz位势算子),结合Hölder不等式得:

‖χk‖Lq(Rn)≤ ‖χBk‖Lq(Rn)≤

C2-k(α+β)‖Iα+β(χBk
)‖Lq(Rn)≤

C2-k(α+β)‖χBk‖Lq(Rn)≤

C2-k(α+β)‖χBk‖Lq1(Rn)‖χBk‖Lq2(Rn)

所以,

J≤C‖b‖q̇
Λα(R

n {) ∑
∞

k1=k
∑
∞

k2=k
2(k1+k2)(β/2-n)+k1α2-k(α+β)×

‖f1,k1‖Lq1(Rn)‖f2,k2‖Lq2(Rn })
q

{

×

‖χBk‖Lq1(Rn)‖χBk‖Lq2(Rn)‖χBk1
‖Lq′1(Rn)×

‖χBk2
‖Lq′2(Rn })

q

≤

C‖b‖q̇
Λα(R

n {) ∑
∞

k1=k
∑
∞

k2=k
2(k1+k2-2k)β/2+(k1-k)α×

‖f1,k1‖Lq1(Rn)‖f2,k2‖Lq2(Rn })
q

{

×

‖χBk‖Lq1(Rn)‖χBk‖Lq2(Rn)

‖χBk1
‖Lq1(Rn)‖χBk2

‖Lq2(Rn
}
)

q

=

C‖b‖q̇
Λα(R

n {) ∑
∞

k1=k
∑
∞

k2=k
2(k1-k)(β/2+α)2(k2-k)β/2×

‖f1,k1‖Lq1(Rn)‖f2,k2‖Lq2(Rn)2(k-k1)n/q12(k-k2)n/q }2
q

=

C‖b‖q̇
Λα(R

n {) ∑
∞

k1=k
2(k1-k)(β/2+α-n/q1)×

‖f1,k1‖Lq1(Rn)∑
∞

k2=k
2(k2-k)(β/2-n/q2)‖f2,k2‖Lq2(Rn })

q

因此,

‖[b,H*
β ]1(f)‖ṀKγ,λ

p,q(R
n) =
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sup
k0∈Z
2-k0 {λ ∑

k0

k=-∞
2kγp‖[b,H*

β ]1(f)χAk‖p
Lq(Rn })

1/p

≤

C‖b‖Λ̇α(R
n)sup

k0∈Z
2-k0 {λ ∑

k0

k=-∞
2kγ (p ∑

∞

k1=k
2(k1-k)(β/2+α-n/q1)×

‖f1,k1‖Lq1(Rn)∑
∞

k2=k
2(k2-k)(β/2-n/q2)‖f2,k2‖Lq2(Rn )) }

p 1/p

≤

C‖b‖Λ̇α(R
n)sup

k0∈Z
2-k0 {λ ∑

k0

k=-
(

∞
∑
∞

k1=k
2kγ1+(k1-k)(β/2+α-n/q1)×

‖f1,k1‖Lq1(Rn)∑
∞

k2=k
2kγ2+(k2-k)(β/2-n/q2)×

‖f2,k2‖Lq2(Rn )) }
p 1/p

≤

C‖b‖Λ̇α(R
n)sup

k0∈Z
2-k0λ {1 ∑

k0

k=-
(

∞
∑
∞

k1=k
2kγ1+(k1-k)(β/2+α-n/q1)×

‖f1,k1‖Lq1(Rn ))
p

}
1 1/p1

×

sup
k0∈Z
2-k0λ {2 ∑

k0

k=-
(

∞
∑
∞

k2=k
2kγ2+(k2-k)(β/2-n/q2)×

‖f2,k2‖Lq2(Rn ))
p

}
2 1/p2

同理,有:

‖fi,ki‖Lqi(Rn)=2-kiγi(2kiγipi‖fki‖
pi
Lqi(Rn))1/pi ≤

2ki(λi-γi)‖fi‖ṀKγi,λipi,qi
(Rn)

所以,结合条件γ1>λ1+α+β/2-n/q1,γ2>λ2+

β/2-n/q2 可得:

‖[b,H*
β ]1(f)‖ṀKγ,λ

p,q(R
n)≤

C‖b‖Λ̇α(R
n)‖f1‖ṀKγ1,λ1p

1
,q1
(Rn)sup

k0∈Z
2-k0λ {1 ∑

k0

k=-∞
2kλ1p1

(

×

∑
∞

k1=k
2(k1-k)(β/2+λ1+α-γ1-n/q1 ))

p

}
1 1/p1

×

‖f2‖ṀKγ2,λ2p2,q2
(Rn)sup

k0∈Z
2-k0λ {2 ∑

k0

k=-∞
2kλ2p2 ×

∑
k

k2=-∞
2(k2-k)(β/2+λ2-γ2-n/q2( ))

p }2
1/p2
≤

C‖b‖Λ̇α(R
n)∏

2

i=1
‖fi‖ṀKγi,λipi,qi

(Rn)

2.3 ⅲ)的证明

与ⅱ)的证明类似,因此省略证明细节。

2.4 一个注记

注记2 本文是齐次 Herz-Morrey空间上的结

果,但是对于非齐次的Herz-Morrey空间同样成立。
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