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摘要：急流冲击波的水力计算是高速水力学中的一个重要问题。本文在伊本急流冲击波理论基础

上，通过分析，将函数的级数展开近似表达式引入到伊本急流冲击波理论的基本关系式中，从而得

到了急流冲击波波角的显式解。并将计算的急流冲击波波角显式解和相应的水深比与其对应的精

确解和实验值进行验证比较，证明了急流冲击波波角的显式解有着足够的精度。急流冲击波波角

的显式解使计算简化，精度提高，可应用于实际工程。
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　　明渠急流冲击波是由于边壁变化而产生的一种

特殊水力现象，最早于２０世纪３０年代被美国洛杉

矶防洪局在其管辖的水渠中发现［１］，随之在２０世纪

３０年代末，就有许多学者开始对这一问题进行广泛

研究，并提出了一些有益的成果，到２０世纪５０年代

初，一整套急流冲击波的水力计算方法相继被提

出［１３］。关于急流冲击波波角和水深的计算式，长期

以来，在许多教材、水力计算手册、水工设计手册、专

著中，都是采用伊本（Ｉｐｐｅｎ，ＡＴ）１９５０年建议的计

算方法［４１０］，此法需要试算才能确定急流冲击波波

角，很不方便，因此，在实用中都是采用以伊本理论

为基础绘制的曲线图进行试算［４６］。２０世纪６０年

代，我国学者在克服冲击波影响的措施方面进行了

大量的研究，取得了一定的成果。２０世纪８０年代，

有学者对急流冲击波的计算问题进行了改进，但仍

然需要查图才能获得结果［１１１２］。也有学者致力于

给出急流冲击波的简化解［１３２０］或者数值解［２１２２］。

由于伊本理论具有坚实的理论基础，本文力图在伊

本理论基础上作进一步探讨。

本文通过分析，将函数的级数展开近似表达式

引入到伊本急流冲击波理论的基本关系式中，从而

得到了可根据边壁折角θ和弗汝德数犉狉１ （与波前

上游区流速狏１ 对应）直接计算急流冲击波波角β１的

显式解。改变了以前查图试算的方法，使计算工作
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量大大简化，精度提高，为工程设计与水力计算提供

了方便。

１　伊本急流冲击波理论

伊本对明渠边壁偏转引起的急流冲击波进行分

析。其计算简图如图１所示。

图１　急流冲击波计算简图
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假设边界转折角θ是微小的；水流铅垂方向的

加速度忽略不计；波前上、下游断面的水压力符合静

水压力分布；壁面摩阻力忽略不计。设波前上游区

水深为犺１ ，流速为狏１ ，法向流速为狏ｎ１，波前下游区

水深为犺２ ，流速为狏２ ，法向流速为狏ｎ２，冲击波波角

为β１ ，狏ｎ１与狏ｎ２的速度差为Δ狏ｎ。根据连续方程和

动量方程，有：
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式中，犵为重力加速度。由图１的几何关系，有：

狏ｎ１ ＝狏１ｓｉｎβ１ （３）

狏ｎ１／狏ｎ２ ＝ｔｇβ１／ｔｇ（β１－θ） （４）

由式（１）、（２）、（３）得水深计算式为：
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由式（１）和式（４），得：
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对式（５）变形，得：
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式（７）必须通过试算方能获得β１ ，要想直接获

得β１或由式（７）和式（８）直接计算犺２／犺１都是不可能

的［１１１］。这就是到目前为止为什么还采用以式（５）

～（８）为基础绘制的曲线图进行查算的原因所在。

２　急流冲击波波角及水深的显式解

为了获得波角的显式解，令式（５）与式（６）相等，

或对式（７）变形，有：

ｔｇβ１
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＝
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整理式（９），两边平方，得：
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由于式（１０）不能得到β１ 的显函式，这里作一近

似处理，以获得β１ 的显函表达式。

令ｔｇβ１ ≈β１ ，ｓｉｎβ１ ≈β１ ，则式（１０）简化成：

（１＋β１ｔｇθ）
２

β１
２＋ （１＋β１ｔｇθ）β１（β１—ｔｇθ）＝

２犉狉２１β
２
１（β１—ｔｇθ）

２ （１１）

从式（１０）到式（１１）的近似处理，理论上讲仅适

合于β１ 较小的情况。鉴于式（１０）中有多项分别含

有ｔｇβ１、ｓｉｎβ１ 或β１ ，且式（１０）的方程结构较为复

杂，故从数学方法方面不易直接分析近似处理所形

成的误差综合效应。因此，对近似引起的实际误差

效应及β１ 的应用范围，我们将在本文第三节显式解

与精确解的对比中进行详细讨论。

进一步整理式（１１），得一元三次方程为：

　β
３
１ —
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引入变形参数狓，令：
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２
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（１３）

将式（１３）代入式（１２），有：

狓３＋狆狓＋狇＝０ （１４）

其中：
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狇＝－
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　　根据一元三次方程解的判别条件，由于Δ ＝

狇／（ ）２ ２
＋ 狆／（ ）３ ３

＜０且ｐ＜０，故式（１４）的解为三个

实根，根据实际问题的性质，有唯一实根，即：

狓＝２
３

槡犕ｃｏｓα （１５）

式中，犕 ＝ － 狆／（ ）３槡
３ ，α＝

１

３
ａｒｃｃｏｓ —

狇
２（ ）犕

将式（１５）代入式（１３），得冲击波波角的显函表

达式为：

β１ ＝２ －
狆

槡３
ｃｏｓ

１

３
ａｒｃｃｏｓ－

狇

２ － 狆／（ ）３槡（ ）［ ］３ ＋

４犉狉２１＋（ ）３ｔｇθ
３（２犉狉２１－ｔｇ

２
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（１６）

当获得β１ 后，可由式（５）或式（６）计算波前下游

区水深犺２ 。

３　急流冲击波波角显式解的验证及讨论

为了验证式（１６）所得波角β１ 的精度以及由此

计算的犺２ 的近似程度，将该式计算得到的β１ 和犺２

与其精确解及实验值进行了比较，结果如表１所示。

其中在麻省理工学院进行的水利实验选取犉狉１ ＝

３．８６，θ为３°～２４°作为实验条件。在理海大学进行

的水利实验选取犉狉１ 为３．０～１０．０，θ＝６°作为实验

条件。详细情况见文献［２］。

表１　显式解与精确解及实验值的比较
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３ ３．８６ １７°３５′ １５°３０′ １７°２２′ １．１９ －１２．０６ １．２２ １．２４ １．２０ １．６４ ３．２３

６ ３．８６ ２０°１５′ １８°１５′ ２０°７′ ０．６４ －１０．２５ １．４５ １．４７ １．４４ ０．６９ ２．０４

９ ３．８６ ２３°１０′ ２２°４５′ ２３°４′ ０．４３ －１．４１ １．７０ １．７３ １．７０ ０ １．７３

１２ ３．８６ ２６°３０′ ２６°７′ ２６°１４′ １．０２ －０．４２ １．９９ ２．００ １．９６ １．５１ ２．００

１５ ３．８６ ２９°３０′ ２９°５５′ ２９°３６′ －０．３４ １．０７ ２．２３ ２．２２ ２．２４ －０．４５ －０．９０

１８ ３．８６ ３２°２５′ ３４°１５′ ３３°１３′ －２．４７ ３．０１ ２．４９ ２．４７ ２．５３ －１．６１ －２．４３

２１ ３．８６ ３５°４５′ ３８°００′ ３７°５′ －３．７２ ２．４２ ２．７３ ２．７１ ２．８３ －３．６６ －４．４３

２４ ３．８６ ３９°１８′ ４１°２０′ ４１°１５′ －４．９６ ０．１９ ２．９９ ３．０１ ３．１３ －４．６８ －３．９９

６ ３．００ ２５°１０′ ２２°００′ ２４°３２′ ２．５４ －１１．５０ １．３７ １．３１ １．３３ ２．９２ －１．５３

６ ４．００ １９°３０′ １８°４０′ １９°３４′ －０．３６ －４．８２ １．４５ １．５２ １．４６ －０．６９ ３．９５

６ ６．００ １５°００′ １５°１０′ １４°４４′ １．８０ ２．９０ １．７５ １．７３ １．７２ １．７１ ０．５８

６ ８．００ １２°２０′ １２°４５′ １２°２２′ －０．３２ ２．９８ １．９６ ２．１７ １．９７ －０．５１ ９．２２

６ １０．０ １１°１０′ １０°３０′ １０°５９′ １．７０ －４．５７ ２．２８ ２．８８ ２．２４ １．７５ ２２．２２

　　通过对表１中显式解β１ｅ狊、精确解β１ｔ 和实验值

β１ｅ 的比较以及显式解η１ｅ狊、精确解η１ｔ 和实验值η１ｅ

的比较可以看出以下几点。

１）当犉狉１ ＝３．８６，θ取３°～２４°时，显式解β１ｅ狊和

精确解β１ｔ 是相当接近的，误差小于５％，特别当

θ＜１５°时，两者几乎是完全一致的。显式解β１ｅ狊 与实

验值β１ｅ 也是吻合的。由于铅垂加速度对波前位置

的影响［２］，使得当实验值η１ｅ小于２时，实验值β１ｅ较

精确解β１ｔ 和显式解β１ｅ狊 小，而当实验值η１ｅ 大于２

时，则实验值β１ｅ 又较精确解β１ｔ和显式解β１ｅ狊 大。

２）当犉狉１ ＝３．８６，θ取３°～２４°时，显式解η１ｅ狊与

实验值η１ｅ、精确解η１ｔ 是非常接近的。其最大误差

发生在θ＝２４°时，但显式解η１ｅ狊 与精确解η１ｔ、显式

解η１ｅ狊 与实验值η１ｅ 的误差均小于５％。当θ≤１８°

时，三者之间的两两误差均小于２．５％。

３）当犉狉１取３．０～１０．０，θ＝６°时，显式解β１ｅ狊与精

确解β１ｔ的最大误差是２．５％，两者均与实验值β１ｅ 接

近，同时，水深比η的计算结果表明，显式解η１ｅ狊 与精

确解η１ｔ的最大误差小于３．０％。但当犉狉１＝１０时，显

式解η１ｅ狊 和精确解η１ｔ均与实验值η１ｅ 有一定误差。

４）根据上述分析，当犉狉１ 较小时，显式解β１ｅ狊可

在较大的侧墙折角范围内适用，这和精确解β１ｔ是一

致的。显式解β１ｅ狊 用显函数表示，避免了理论关系

式需试算求解或图解的麻烦，又有足够的精度，因
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此，本方法可应用于急流收缩段等的水力计算。

４　结　语

在伊本急流冲击波理论基础上，通过分析，将函

数的级数展开近似表达式引入到伊本急流冲击波理

论的基本关系式中，从而得到了可根据边壁折角θ

和弗汝德数犉狉１直接计算急流冲击波波角β１的显式

解。通过实验验证，急流冲击波波角β１ 和相应的水

深比犺２／犺１ 的显式解与其精确解和实验值能够很

好的吻合。急流冲击波波角β１ 的显式解改变了以

前查图试算的方法，提高了精度，为工程设计与水力

计算提供了新途径。
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１９３　宁利中，等：急流冲击波波角的显式解　




