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动力机器基础振动的 Ｌｙｓｍｅｒ理论法
与有限元法的对比研究
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摘要：采用有限元数值方法与理论计算法的对比研究，提出了一种验证动力机器基础 Ｌｙｓｍｅｒ理论
适用性的分析方法。首先根据二阶常系数非齐次微分方程理论，推求得到 Ｌｙｓｍｅｒ方程的理论解，
建立了动力基础的理论模型和相同条件下有限元数值试验模型，并分别采用有限元数值计算和理

论计算得到在相同外周期动荷载作用下两种模型的位移历时曲线。计算结果发现，两种位移历时

曲线的总体形状、初始相位和振动频率均非常接近，振幅之间存在明显的线性关系，反映出两者之

间具有良好的可比性。
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　　在动力机器基础设计的理论和方法中，经典的
振动理论体系有两类：质阻弹模式和弹性半空间
模式［１５］。随着以有限单元法为代表的数值模拟方

法［４，６］的日益普及和广泛应用，一些更复杂的计算

模型不断被提出来，其中具有代表性的模型有两

类：可考虑机器基础地基相互作用的集总参数模
型、考虑地基刚度及阻尼随频率变化的频变参数模

型。这些模型因更接近实际而大大提高了计算精

度，适宜于解决复杂条件下重要建筑地基基础问

题。但是，这些模型和弹性半空间理论一样，在实

际应用上存在参数多、计算复杂、工作量大等问题，

不易被一般工程技术人员掌握，难以像质阻弹模
型理论一样，在地基基础工程领域被广泛采用。为

此，一些学者曾致力于研究复杂动力基础模型与质
阻弹模式之间的理论联系，期望得到更简便的应用
方法。赖斯默（Ｊ．Ｌｙｓｍｅｒ）应用“比拟法”，得到了对
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半空间理论实用化的Ｌｙｓｍｅｒ方程式，从而将复杂的
半空间问题转化为简单的等效质阻弹模型，为弹
性半空间理论在工程上的推广应用提供了一个新

的途径。在此模型中，基础被看作一个无结构的质

点，基础的运动则简化为质点的受迫振动，此模型

方法简单、概念清晰、使用方便［３，７８］。但是，应用数

值方法对理论模型进行对比验证的研究工作较少。

为此，笔者采用有限元数值模型与 Ｌｙｓｍｅｒ理论模型
进行了验证分析，提出了一种验证动力机器基础

Ｌｙｓｍｅｒ理论模型适用性的分析方法，这一研究方法
对研究非均匀介质条件下动力基础的 Ｌｙｓｍｅｒ理论
模型的适用性有重要的借鉴作用。

１　Ｌｙｓｍｅｒ方程理论解

１．１　Ｌｙｓｍｅｒ方程的理论推导［１０］

对于均匀各向同性的圆柱基础，在竖向均布周

期荷载作用下，其圆心处的竖向位移 ｚ由赖斯纳
（Ｒｅｉｓｓｎｅｒ）导出：

ｚ＝
Ｑ０ｅ

ｉωｔ

Ｇｒ０
（ｆ１＋ｉｆ２） （１）

式中，Ｑ０为作用在圆心基础上的荷载振幅，ω为竖
向周期荷载圆频率，Ｇ为地基土剪切刚度，ｒ０为弹性
半无限空间半径，ｆ１、ｆ２为赖斯纳位移函数。
１９６２年谢（Ｈｓｉｃｈ）利用赖斯纳解答，推导了弹

性半无限空间表面上半径为ｒ０的无重量刚性圆板的
振动方程。在推导过程中，假定作用在圆板上的外

周期荷载为：

Ｑ＝Ｑ０ｅ
ｉωｔ （２）

对式（１）求时间导数 ｚ，可得：

ｚ＝
Ｑ０ωｅ

ｉωｔ

Ｇｒ０
（ｉｆ１－ｆ２） （３）

据式（１）和式（３），可得：

ｆ１ωｚ－ｆ２ｚ＝
Ｑ０ωｅ

ｉωｔ

Ｇｒ０
（ｆ２１＋ｆ

２
２） （４）

据式（２）和（４），可得到关于Ｑ的表达式：

Ｑ＝－
Ｇｒ０
ω

ｆ２
ｆ２１＋ｆ

２
２
ｚ＋Ｇｒ０

ｆ１
ｆ２１＋ｆ

２
２
ｚ （５）

对于刚性圆柱形基础，如果底面半径为ｒ０，质量
为ｍ（如图１所示），基础表面荷载为：

Ｐ＝Ｐ０ｅ
ｉωｔ （６）

根据力学平衡关系，可得如下形式的动力学平

衡方程式：

ｍ̈ｚ＋
Ｇｒ０
ω

－ｆ２
ｆ２１＋ｆ

( )２
２

ｚ＋Ｇｒ０
ｆ１

ｆ２１＋ｆ
( )２

２

ｚ＝Ｐ０ｅ
ｉωｔ

（７）

式中，ｚ、ｚ、ｚ̈分别是圆心的位移、速度和加速度。

图１　圆柱基础的动力响应模型
Ｆｉｇ．１　Ｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｍｏｄｅｌｏｆａｒｉｇｉｄｃｉｒｃｕｌａｒｆｏｏｔｉｎｇ
　

Ｌｙｓｍｅｒ研究发现，如果将赖斯纳位移乘以关于
地基土泊松比μ的常数４／（１－μ），则式（７）有更大
的适用范围。取：

Ｆ１ ＝
４
１－μ

ｆ１

Ｆ２ ＝
４
１－μ

ｆ{
２

（８）

将式（８）代入式（７），整理得：

ｍ̈ｚ＋
４Ｇｒ０

（１－μ）ω
－Ｆ２
Ｆ２１＋Ｆ

( )２
２

ｚ＋

４Ｇｒ０
１－μ

Ｆ１
Ｆ２１＋Ｆ

( )２
２

ｚ＝Ｐ０ｅ
ｉωｔ

（９）

对于式（９），若取：
Ｆ１

Ｆ２１＋Ｆ
２
２
＝１０

－Ｆ２
Ｆ２１＋Ｆ

２
２
＝０８５ωｒ０ ρ槡

{ ／Ｇ

（１０）

则可得到在竖向周期力作用下，弹性半空间刚性圆

柱基础圆心处的振动方程为：

ｍ̈ｚ＋Ｃｚｚ＋Ｋｚｚ＝Ｐ０ｅ
ｉωｔ （１１）

式中：

Ｃｚ＝
３４Ｇｒ２０
１－μ ρ槡 ／Ｇ （１２）

Ｋｚ＝
４Ｇｒ０
１－μ

（１３）

式（１１）就是著名的 Ｌｙｓｍｅｒ简化比拟运动方
程。这一方法还可推广至动力基础的扭转振动、摇

摆振动和滑移振动等情形。

１．２　Ｌｙｓｍｅｒ方程的理论解
为了避免复数运算，Ｌｙｓｍｅｒ方程外周期荷载采

取正弦实函数形式，结合定解条件，则 Ｌｙｓｍｅｒ方程
理论解的定解问题为：

ｍ̈ｚ＋Ｃｚｚ＋Ｋｚｚ＝Ｐ０ｓｉｎωｔ

ｚ｜ｔ＝０ ＝０

ｚ｜ｔ＝０ ＝
{

０

（１４）
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式（１４）是二阶常系数非齐次线性微分方程，其
解在形式上分通解和特解两部分。

１．２．１　通解计算
根据微分方程含义可知，当Ｃ２ｚ－４ｍＫｚ≥０时，

Ｌｙｓｍｅｒ方程的位移呈指数形式变化，不会出现振动
现象，本文只考虑当Ｃ２ｚ－４ｍＫｚ＜０的情形。由二阶
常系数微分方程的求解方法可知，Ｌｙｓｍｅｒ方程的通
解表达式为：

ｚ１（ｔ）＝ｅ
－βｔ（ｃ１ｃｏｓω０ｔ＋ｃ２ｓｉｎω０ｔ） （１５）

式中，ｃ１、ｃ２为待定常数，由初始条件确定，β和ω０的
表达式为：

β＝
Ｃｚ
２ｍ

ω０ ＝
１
２ｍ ４ｍＫｚ－Ｃ

２
槡 ｚ

取：

Ａ１ ＝ ｃ２１＋ｃ槡
２
２

ｔａｎφ１ ＝ｃ２／ｃ１
则式（１５）可表达为如下形式：

ｚ１（ｔ）＝Ａ１ｅ
－βｔｓｉｎ（ω０ｔ＋φ１） （１６）

式（１６）表示一种随时间衰减的阻尼振动，其中
Ａ１表示振幅，φ１为初相位，β为衰减系数，ω０为振动
频率。

１．２．２　特解计算
将特解形式 ｚ２（ｔ）＝ｃ３ｃｏｓωｔ＋ｃ４ｓｉｎωｔ代入

Ｌｙｓｍｅｒ方程式（１４），结合初始条件，得：
－（ｍａ－Ｋｚａ－Ｃｚｂ）ｃｏｓωｔ－

（ｍｂ＋Ｃｚａ－Ｋｚｂ）ｓｉｎωｔ＝Ｐ０ｓｉｎωｔ
（１７）

对比可得到关于待定系数ｃ３和ｃ４的方程组：
（Ｋｚ－ｍ）ｃ３＋Ｃｚｃ４ ＝０

－Ｃｚｃ３＋（Ｋｚ－ｍ）ｃ４ ＝Ｐ
{

０

（１８）

求解式（１８）得：

ｃ３ ＝－
ＣｚＰ０

（ｍ－Ｋｚ）
２＋Ｃ２ｚ

ｃ４ ＝
（Ｋｚ－ｍ）Ｐ０
（ｍ－Ｋｚ）

２＋Ｃ２
{

ｚ

（１９）

取：

Ａ２ ＝ ｃ２３＋ｃ槡
２
４

ｔａｎφ２ ＝ｃ４／ｃ３
则式（１４）特解的表达形式为：

ｚ２（ｔ）＝Ａ２ｓｉｎ（ωｔ＋φ２） （２０）

１．２．３　常数ｃ１和ｃ２的确定

据式（１６）和（２０），Ｌｙｓｍｅｒ方程式的理论解表
达式为：

ｚ（ｔ）＝Ａ１ｅ
－βｔｓｉｎ（ω０ｔ＋φ１）＋

Ａ２ｓｉｎ（ωｔ＋φ２）
（２１）

式（２１）表明，在简谐周期力作用下，由 Ｌｙｓｍｅｒ
方程描述的基础竖向振动可以分成ｚ１（ｔ）和ｚ２（ｔ）两
部分，其中 ｚ１（ｔ）是一种随时间衰减的阻尼振动，振
动频率ω０与衰减系数 β仅仅与地基土的弹性性质
有关，而与外荷载无关；ｚ２（ｔ）是由外荷载决定的胁
迫振动。随着时间的增大，ｚ１（ｔ）所起的作用逐渐减
小，最终趋近于零。

式（２１）中，Ａ１、φ１由待定常数 ｃ１、ｃ２决定，结合
初始条件，可得关于待定常数ｃ１和ｃ２的方程组：

ｃ１＋ｃ３ ＝０

－βｃ１＋ω０ｃ２ ＝－ωｃ
{

４

（２２）

解方程组（２２），得：
ｃ１ ＝－ｃ３

ｃ２ ＝－
ｃ３β＋ｃ４ω
ω

{
０

（２３）

２　理论计算

２．１　模型算例
为了研究动力基础附加质量对 Ｌｙｓｍｅｒ方程的

影响，建立如下动力基础计算模型。模型采用横截

面２．４ｍ×２．４ｍ、埋置深度为１ｍ的实体基础，密
度为２０００ｋｇ／ｍ３；地基弹性模量为４５ＭＰａ，泊松比
为０３４，地基密度为１６５０ｋｇ／ｍ３，基础半径采用等
效半径。据此可确定Ｌｙｓｍｅｒ方程中的计算参数：

　ｒ０ ＝
２．４×２．４
槡 π

＝１．３５ｍ

Ｇ＝０．５×４５１＋０．３４＝１６．８ＭＰａ

ｍ＝２．４×２．４×１×２０００＝１１５２０ｋｇ

Ｃｚ＝
３．４×１．３５２
１－０．３４ ２×１０３×１６．８×１０槡

６ ＝

１．７２×１０６Ｐａ

Ｋｚ＝
４×１６．８×１０６×１．３５

１－０．３４ ＝１．３８×１０８Ｐａ

外部周期采用振幅１００ｋＮ、频率为１０Ｈｚ正弦
周期力，振动持续时长为６００ｍｓ。
２．２　计算结果

将计算所得参数ｍ、Ｃｚ和Ｋｚ代入式（２１），即可

计算出基础中心处的振动位移，计算结果如图２所
示。图中有３条位移时程曲线，分别为基础自振位移
ｚ１（ｔ）、胁振位移 ｚ２（ｔ）和总位移 ｚ（ｔ）。由图可见，
ｚ１（ｔ）是一种随时间衰减的阻尼振动，在初始振动的
２０ｍｓ内位移较大，呈迅速衰减趋势，约至５０ｍｓ后
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渐趋于零。ｚ２（ｔ）振动频率由外荷载决定，呈现出非
零相位的简谐周期振动特征，其值在 ０ｍｓ处与
ｚ１（ｔ）互为相反数。总体振动位移 ｚ（ｔ）在初始振动
的２０ｍｓ内略呈非平稳性，约至５０ｍｓ后呈现出周期
振动特征。

图２　动力基础振动的理论位移
Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｏｒｙｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｂａｓｅｄｏｎＬｙｓｍｅｒｅｑｕａｔｉｏｎ

　

３　有限元计算

３．１　计算模型
为了便于与理论计算结果进行对比分析，对上

述算例又采用了三维动力有限元数值计算。有限元

方程采用如下形式：

［Ｍ］｛̈δｉ｝＋［Ｃ］｛δｉ｝＋［Ｋ］｛δｉ｝＝｛Ｆｉ｝

（２４）
式（２４）中，［Ｍ］为质量矩阵，［Ｃ］为阻尼矩阵，

｛Ｆｉ｝为单元载荷列阵，｛δｉ｝为位移列阵。在实际计
算中，位移为三维矢量，有三个自由度，位移值取基

础中心处竖直方向位移Ｚｓ。
有限元数值法与 Ｌｙｓｍｅｒ理论法的主要差别在

于对基础参数的处理上。在Ｌｙｓｍｅｒ理论法中，基础
被作为质点考虑，只考虑质量即可。而在有限元数

值法中，基础是有大小的，不能够再作为质点看待。

有限元模型由基础和地基两部分组成，其中，基础

全部埋置在地基土中，并忽略基础顶面到地面的距

离（见图３）。基础尺寸与理论算例相同，弹性模量
为９５００ＭＰａ，泊松比为０．２，基础密度为２０００ｋｇ／
ｍ３；地基土模型采用横截面为１０ｍ×１０ｍ，高４０ｍ
的正四棱柱体，其他参数与理论计算模型相同。外

部周期取振幅１００ｋＮ、频率为１０Ｈｚ的正弦周期力，
匀布荷载作用于基础顶面上。在实际计算中，利用

模型的对称性，采用１／４模型进行计算。阻尼采用
瑞利阻尼，参数选取采用文献［９］提出的方法。边
界条件除模型顶面采用自由边界外，其它均采用透

射界条件（参见文献［１１］）。

图３　动力基础有限元模型
Ｆｉｇ．３　ＦＥＭＭｏｄｅｌｆｏｒａｄｙｎａｍｉｃｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

　

３．２　计算结果对比分析
三维有限元数值计算结果如图４与图５所示。

图４是约１０ｍｓ时刻的最大主应力等相位面图，直
观地反映了基础振动产生地震波的传播方式。

图４　１０ｍｓ时最大主应力等相位图
Ｆｉｇ．４　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｐｈａｓｅｓｕｒｆａｃｅｏｆｔｈｅ
ｆｉｒｓｔｐｒｉｎｃｉｐａｌｓｔｒｅｓｓｗｈｅｎｔ＝１０ｍｓ

　

图５　基于ＦＥＭ的动力基础振动位移
Ｆｉｇ．５　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｂａｓｅｄｏｎＦＥＭ
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图５是基础中心点处的位移历时曲线（简称模
拟位移曲线）。为了便于对比分析，同时将上一模

型算例中由Ｌｙｓｍｅｒ方程解得的位移历时曲线（简称
理论位移曲线）也表示在图５中。由图可见，有限
元模拟位移曲线也呈现出类似周期振动的特征，除

振幅略有差别外，两者之间的相位、频率非常接近，

说明由两种不同方法计算得到的位移结果具有可

比性。

为了确定两种位移振幅的差别及其相互关系，

取６００个时间点对，进行了位移交会图分析，位移交
会图如图６所示。图中，横轴为模拟位移，用 ｚｓ表
示，单位ｍｍ；纵轴为理论位移，用ｚｔ表示，单位ｍｍ。
由图可见，图像呈正比例函数关系，直线斜率约

１７，均方误差为：

δ＝
∑
６００

ｉ＝０
［１．７ｚｓ（ｉΔｔ）－ｚｔ（ｉΔｔ）］

２

６００ ＝０．００１７２

（２５）
式中，Δｔ为时间采样步长（ｍｓ）。由计算结果可知，
均方误差很小，体现出两者良好的线性相关性。如

果将原位移理论曲线振幅缩小为原来的１０／１７，则
称其为调整理论曲线，则由图５可见，除初始时间段
略有差别外，调整理论位移曲线与模拟位移曲线整

体吻合很好，体现了两者之间具有良好的线性相

关性。

图６　理论位移与模拟位移交会图
Ｆｉｇ．６　Ｃｒｏｓｓｐｌｏｔｏｆｔｗｏｋｉｎｄｓｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

　

由图６还可看出，交会图上的点可分两组，一组
在拟合线ｙ＝１．７ｘ的上方，另一组在下方。每组样
点近似呈线性排列，两组点构成的直线近似平行。

研究发现，点集的这种分布特点与两种方法之间的

计算误差有关。由图５可见，在位移的上升段，位移
值单调增加，调整后的理论位移较模拟位移小；而

在位移的下降段，位移值单调减小，调整后的理论

位移较模拟位移大。为了证实这一结论，本文选择

了部分上升段和下降段部分样点，分别进行了交会

图分析，计算结果如图７所示。图中，ｚｔ为调整后的
理论位移，ｚｓ为数值模拟位移。交会图上也表现出
如图５相似的特征，即表现为在位移的上升段，样点
偏向拟合线的下方；而在位移的下降段，样点却偏

向拟合线的上方。

图７　位移交会分解图
Ｆｉｇ．７　Ｄｉｓａｓｓｅｍｂｌｅｃｒｏｓｓｐｌｏｔｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

　

４　结　论

１）理论计算表明，在简谐外荷载作用下，Ｌｙｓ
ｍｅｒ方程的理论解由两类振动组成：随时间衰减的
自由振动和呈周期变化的胁迫振动。其中，自由振

动的频率和衰减系数完全取决于地基基础的特性，

胁迫振动的频率则取决于外部荷载。

２）通过Ｌｙｓｍｅｒ理论位移和三维动力有限元模
拟位移的对比分析发现，两种位移历程曲线的总体

形状、相位和频率非常接近，振幅之间存在明显的

线性关系。

３）应用有限元数值方法与理论计算法对比分
析相同条件的动力机器基础模型，实践证明是一种

有效可行的研究方法，不仅为验证动力基础 Ｌｙｓｍｅｒ
理论的适用性提供了一条新方法，而且对研究非均
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匀介质条件下其他相关动力基础理论有重要的借

鉴作用。
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