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摘要：考虑到求解二维浅水方程的正问题及反问题的复杂性，建立高分辨率的有限元格式对正问

题进行模拟，运用最佳摄动量法对反问题进行了研究，通过对两类溃坝问题进行数值模拟及文献

对比，验证了有限元方法具有较高的离散精度同时又避免了数值解的伪震荡，并运用最佳摄动量

法对正问题算例进行糙率率定，模拟结果较为理想。
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　　浅水方程属于非线性双曲型方程，不管初始值
如何光滑，其解都可能产生间断［１］。浅水方程正问

题关注的是对自然现象的预测，反问题则是关注于

对自然现象的控制［２３］。目前国内外学者提出和研

究了一系列算法并将其应用于对实际问题的模拟

中。对浅水方程正问题数值模拟大多使用有限差

分法（ＦｉｎｉｔｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＭｅｔｈｏｄ，ＦＤＭ）及有限体积法
（ＦｉｎｉｔｅＶｏｌｕｍｅＭｅｔｈｏｄ，ＦＶＭ）来计算，但是有限差分
法在处理复杂几何形状问题方面存在困难，对于不

同类型方程式必须采用不同的差分格式才能达到

稳定收敛要求。有限体积法常需要利用迎风格式

（Ｕｐｗｉｎｄｉｎｇ）或是纽曼解（ＲｉｅｍａｎｎＳｏｌｖｅｒ）来配合计
算，较为繁复。采用有限元迦辽金法（ＧａｌｅｒｋｉｎＭｅｔｈ

ｏｄ）来计算流体时，其速度和压力需要以不同阶数的
形函数（ｓｈａｐｅｆｕｎｃｔｉｏｎ）来插值，使得在形函数上的速
度必须比压力降一阶以满足ＬＢＢ（ＬａｄｙｚｈｅｎｓｊａｙａＢａ
ｂｕｓｌａａＢｒｅｚｚｉ）条件，计算规模稍微一大便难以求
解［４７］。相比之下，有限元法提供了一个即简单又统

一的数值计算模式，可以有效解出很多类型的偏微分

方程，可直接求解代表守恒定律的一阶偏微分方程，

且能在较短的时间内求解，计算过程也较为容易。

本文采用有限元法对带源项的二维浅水方程

进行求解，并对两类溃坝决堤问题进行数值模拟。

近年来，工程水力学反问题以其高性能、高效

率、高通用性正越来越受到国内外学者的关注。目

前国内外研究成果零散且不成体系，目前一些较好

７０１　西安理工大学学报 ＪｏｕｒｎａｌｏｆＸｉ’ａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（２０１１）Ｖｏｌ．２７Ｎｏ．１　

收稿日期：２０１０１１２９
基金项目：陕西省教育厅基金资助项目（０８ＪＫ３８８）。
作者简介：刘文涛（１９８４），男，陕西宝鸡人，硕士生。Ｅｍａｉｌ：ｂａｏｊｉｃａｒｏｌ＠１６３．ｃｏｍ。

闵涛（１９６３），男，陕西西安人，博士，教授，研究方向为水环境反问题。Ｅｍａｉｌ：ｍｉｎｔａｏ＠ｘａｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ。



的算法，如脉冲谱技术、蒙特卡罗法及逆散射反演

法等广泛应用于反问题的求解中［８９］。国内外学者

在参数反演方面的研究已有了一定成果，但还不完

善，具体到浅水方程参数识别反问题方面的研究还

为数不多且不成熟，有待进一步深入研究。本文应

用基于正则化方法的最佳摄动量法对一维浅水方

程参数反问题进行了研究，并得出了行之有效的数

值解法。

１　正问题求解

１．１　控制方程
二维浅水流动的控制方程［１０］由式（１）给出：
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式中，ｚ为水深，ｕ、ｖ分别为ｘ方向和ｙ方向的流速，ｇ
为重力常数，Ｅ为弥散系数，Ｔ为阻力系数，ｆ为柯式
力系数，ｚｆ为底床高程，ｚ与ｚｆ关系如图１所示。

图１　河床断面示意图
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｄｉａｇｒａｍｏｆｂｅｄｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ

　

由曼宁公式可得：

Ｔ＝ｇ（（ｚｕ）２＋（ｚｖ）２）１／２／（ｚＣ２ｈ）
其中谢才系数Ｃｈ ＝ｚ

１／６／ｎ，ｎ为曼宁系数。
１．２　数值解法

采用有限元法对式（１）进行数值求解，Ｕ为定
义在区域Ω和时间区域Ｊ＝［０，Ｔ］上的向量。为了

将区域Ω离散化，先设Λｈ为近似一致逼近的三角剖
分，且每个三角单元ｍａｘ

τ∈Λｈ
ｄｉａｍτ≤ ｈ。定义 Ｓｈ为在 Ω

上的连续函数组成的有限维空间映射到 Λｈ中的每
个三角区域的线性函数。这个半离散问题相当于映

射Ｕ：Ｊ→Ｓｈ，即：
Ｕｈ
ｔ
，( )ｖ－（Γ，ｖ）＝（Ｆ，ｖ），ｖ∈Ｓｈ，ｔ∈Ｊ

（２）
通过分部积分，得：

Ｕｈ
ｔ
，( )ｖ－（Γｈ，ｖ）＝（Ｆ，ｖ），ｖ∈Ｓｈ，ｔ∈Ｊ

（３）
其中（·，·）为定义在Ｌ２（Ω）的内积。初始条件Ｕｈ（０）
＝ｆｈ，ｆｈ为ｆ在Ｓｈ的近似值。
方程（３）的解可表示为：

Ｕ（ｔ，ｘ，ｙ）＝∑
Ｎｈ

ｊ＝１
Ｕｊ（ｔ）Φｊ（ｘ，ｙ） （４）

其中｛Φｊ（ｘ，ｙ）｝
Ｎｈ
ｊ＝１为标准基，方程（４）可以改写为

非线性常微分方程［４］：

∑
Ｎｈ

ｊ＝１
Ｕ′ｊ（ｔ）（Φｊ，Φｋ）－∑

Ｎｈ

ｊ＝１
Ｕｊ（ｔ）（Γ，Φｋ）＝

（Ｆ，Φｋ）　ｋ＝１，２，…，Ｎｈ （５）
设Ｕ ＝（Ｕ１（ｔ），Ｕ２（ｔ），…，ＵＮｈ（ｔ）），引入质量

矩阵Ａ、刚度矩阵Ｂ：
Ａｋ，ｊ＝（Φｊ，Φｋ）

Ｂｋ，ｊ＝（Γ，Φｋ）

Ｃｋ，ｊ＝（Ｆ，Φｋ）
则方程（５）可以写成矩阵形式：

ＡＵ′－ＢＵ＝Ｃ，ｔ∈［０，Ｔ］，ａ（０）＝γ （６）

其中γ＝（γ１，γ２，…，γＮｈ），ｆｈ ＝∑
Ｎｈ

ｌ＝１
γｌΦｌ。

Ｌ＝ＡＵ′－ＢＵ－Ｃ＝０，ｔ∈［０，Ｔ］（７）
用牛顿迭代法求解非线性方程（７）就可以计算

出在任意时刻区域内任一点的函数值。

２　反问题求解

２．１　二维浅水方程参数反问题模型
正问题控制方程（１）同样作为二维浅水方程参

数反问题的数学模型，谢才系数 Ｃｈ（ｘ）为方程中唯
一存在的参数，且由经验公式曼宁方程式表达：

Ｃｈ（ｘ）＝ｚ
１／６／ｎ，其中 ｎ为曼宁系数，也称糙率。当

Ｃｈ（ｘ）已知，对ｚ（ｘ，ｔ）、ｚｖ（ｘ，ｔ）、ｚｕ（ｘ，ｔ）求解构成二
维浅水方程正问题。需要求解参数Ｃｈ（ｘ）时，构成二
维浅水方程反问题。求解反问题需要一个附加条
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件（８）：
ｚ（ｘ，ｙ，Ｔ）＝ａ（ｘ，ｙ）
ｚｖ（ｘ，ｙ，Ｔ）＝ｂ（ｘ，ｙ）
ｚｕ（ｘ，ｙ，Ｔ）＝ｃ（ｘ，ｙ

{
）

（８）

其中ａ（ｘ，ｙ）、ｂ（ｘ，ｙ）、ｃ（ｘ，ｙ）为已知函数，可以通过
测量获得。

２．２　二维浅水方程参数反问题的最佳摄动量法
定义 φ（ｘ，ｙ） ＝［ａ（ｘ，ｙ），ｂ（ｘ，ｙ），ｃ（ｘ，ｙ）］Ｔ，

ｈ（ｘ，ｙ）＝［ｚ（ｘ，ｙ，ｔ），ｚｖ（ｘ，ｙ，ｔ），ｚｕ（ｘ，ｙ，ｔ）］Ｔ，得到
二维浅水方程反问题附加条件（８）后，假设Ｃｈ的精
确解为Ｃｈ，相应于式（１）的解为ｈ（ｘ，ｙ，ｔ）。设Ｋ为
一线性完备的实函数空间，其中Ｃｈ（ｘ）∈Ｋ，Ｋ上的
一个基函数组为φ１（ｘ，ｙ），φ２（ｘ，ｙ），…，则：

Ｃｈ（ｘ，ｙ）＝∑
∞

ｉ＝１
ｋｉφｉ（ｘ，ｙ） （９）

取有限项进行逼近，得：

Ｃｈ（ｘ，ｙ）≈∑
ｎ

ｉ＝１
ｋｉφｉ（ｘ，ｙ） （１０）

式中ｎ的大小取决于逼近精度的要求。
因此，这类反问题的求解就是要确定一个 ｎ维

实向量：

κＴ ＝（ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ）∈Ｒ
ｎ （１１）

使得函数：

Ｃｈ（ｘ，ｙ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｋｉφｉ（ｘ，ｙ）＝κ

ＴΦ（ｘ，ｙ）（１２）

其中Φ（ｘ，ｙ）＝（φ１（ｘ，ｙ），φ２（ｘ，ｙ），…，φｎ（ｘ，ｙ））
Ｔ

同时满足式（１）和式（８）。
把Ｃｈ（ｘ，ｙ）对应于式（１）记为：

ｈ（Ｃｈ（ｘ，ｙ）；ｘ，ｙ，ｔ）

Ｃｈ０（ｘ，ｙ） ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｋ０ｉφｉ（ｘ，ｙ） ＝ κ

Ｔ
０Φ（ｘ，ｙ）为

Ｃｈ（ｘ，ｙ）附近的一个函数，即对Ｃｈ（ｘ，ｙ）的初始猜
测。对Ｃｈ０（ｘ，ｙ）增加一个微小的扰动量：

δＣｈ０（ｘ，ｙ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
δｋ０ｉφｉ（ｘ，ｙ）＝δκ

Ｔ
０Φ（ｘ，ｙ）

对应于 Ｃｈ０（ｘ，ｙ）＋δＣｈ０（ｘ，ｙ），式（１）记为
ｈ（Ｃｈ０（ｘ，ｙ） ＋ δＣｈ０（ｘ，ｙ）；ｘ，ｙ，ｔ）。所 以，确 定
Ｃｈ（ｘ，ｙ）可以转化为确定δκ０的问题，δκ０可由下列
目标函数的局部最小值来确定：

Ｆ［δκ０］＝‖ｈ（Ｃｈ０（ｘ，ｙ）＋δＣｈ０（ｘ，ｙ）；ｘ，ｙ，ｔ）－

φ（ｘ，ｙ）‖２
［α，β］＋αＳ（δκ０）

其中α为正则化参数，Ｓ（δκ０）为δκ０的稳定性函数。
为了识别未知函数Ｃｈ，常通过对ｈ（ｘ，ｙ，ｔ）的某

种观测，把它转化为一个优化问题。记解为：

ｈ（Ｃｈ；ｘ，ｙ，ｔ）

则反问题便可归为如下优化问题。

目标函数为：

ｍｉｎ‖ｈ（ｘ，ｙ，ｔ）－ｈ（Ｃｈ；ｘ，ｙ，ｔ）‖
２

基本迭代过程为：①应用有限元方法求解初边
值问题的数值解 ｈ（Ｃｈ０；ｘ，ｙ，ｔ）及 ｈ（Ｃｈ０（ｔ）＋
δＣｈ０（ｔ）；ｘ，ｙ，ｔ）；② 求解方程组，并求得扰动量
δＣｈ０（ｔ），取新的初始猜测值为 Ｃｈ１（ｔ）＝Ｃｈ０（ｔ）＋
δＣｈ０（ｔ）。重复上述过程，到指定迭代次数Ｌ为止。

由经验公式谢才方程表达式 Ｃｈ ＝ｚ
１／６／ｎ，结合

正问题求得的值ｚ与反问题求得的Ｃｈ对糙率可以进
行率定：ｎ＝ｚ１／６／Ｃｈ。

３　算例模拟

３．１　瞬间溃坝问题
考虑一个瞬间溃坝问题，计算区域为１００ｍ×

５０ｍ的矩形区域，坝体位于横向５０ｍ处。河床轮廓
设为：

ｚｆ＝（０）×（ｘ＜５２）＋（ｓｉｎ（ｘ）×ｃｏｓ（ｙ）／１０）×（ｘ≥５２）
初始时刻上下游水深分别是１０ｍ和３ｍ。建

立几何模型，将其刨分成５０４个不规则三角形，如图
２所示。溃坝后５．４ｓ时的水位等势线、速度场和自
由水面水位图分别如图３～５所示。

图２　溃坝几何模型网格刨分图
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图３　溃坝５．４ｓ时的水位等势线
Ｆｉｇ．３Ｗａｔｅｒｌｅｖｅｌｅｑｕｉｐｏｔｅｎｔｉａｌｌｉｎｅａｔｔ＝５．４ｓ
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图４　溃坝５．４ｓ时的流速场图
Ｆｉｇ．４　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｆｉｅｌｄａｔｔ＝５．４ｓ

　

图５　溃坝５．４ｓ时自由水面的水位图
Ｆｉｇ．５　Ｗａｔｅｒｌｅｖｅｌｃｈａｒｔａｔｔ＝５．４ｓ

　

３．２　瞬间半溃溃坝问题
考虑一个部分溃坝问题。

计算区域为２００ｍ×２００ｍ的矩形区域，坝厚
１０ｍ，溃口宽７５ｍ，溃口距右岸９５ｍ，距左岸３０ｍ。
初始时刻上下游水深分别是１０ｍ和３ｍ。

建立几何模型，将其刨分成９５２个不规则三角
形，如图６所示。

溃坝６ｓ时的水位等势线、速度场和自由水面
水位图分别如图７～９所示。

图６　部分溃坝几何模型网格刨分图
Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｇｒｉｄｍａｐｏｆｐａｒｔｉａｌｂｒｅａｋｄａｍｇｅｏｍｅｔｒｉｃｍｏｄｅｌ

　

图７　溃坝６ｓ时的水位等势线
Ｆｉｇ．７　Ｗａｔｅｒｌｅｖｅｌｅｑｕｉｐｏｔｅｎｔｉａｌｌｉｎｅａｔｔ＝６ｓ

　

图８　溃坝６ｓ时的流速场
Ｆｉｇ．８　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｆｉｅｌｄａｔｔ＝６ｓ

　

图９　溃坝６ｓ时的自由水面水位图
Ｆｉｇ．９　Ｗａｔｅｒｌｅｖｅｌｃｈａｒｔａｔｔ＝６ｓ

　

３．３　糙率反演算例
考虑以下模型，利用上述反问题算法和已知条

件可以率定糙率ｎ。
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边界条件为：

ｚ（０，ｔ）＝０，ｚｖ（０，ｔ）＝０，ｚｕ（０，ｔ）＝０
初始条件为：

ｚ（ｘ，０）＝ １０　ｘ＜５０ｍ
３　ｘ≥{ ５０ｍ

附加条件为：

ｈ（ｘｉ，０．５）（ｉ＝１，２，…，ｎ）；
ｘｉ＝ｉｈ；ｈ＝１／ｎ；ｎ＝１０

假定正问题模拟中用到的糙率值为真值，对糙

率率定进行比较，结果见表１。

表１　糙率率定结果
Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆｒｏｕｇｈｎｅｓｓｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ

糙率ｎ真值 迭代次数 糙率反演值 绝对误差

１００ ０．０２７７ ０．００２７

０．０２５ １５０ ０．０２７４ ０．００２４

２００ ０．０２６８ ０．００１８

４　结　论

由于模型是非线性的，目前无法获得算例３．１
和算例３．２的解析解。由图２～９可以看出，对于全
溃和半溃的溃坝问题模拟过程，本文方法较好地避

免了数值解的伪震荡，具有较高的稳定性。应用本

文方法计算的结果与采用高分辨率差分法［１１］或有

限体积法［１２］计算的结果吻合较好，尽管它们离散方

式不同。通过与文献［１１］同类问题的模拟结果对
比可知，本文采用的方法具有较高的精度。通过对

糙率反演算例的模拟，由表１可看出，反演值与真值
间绝对误差较为理想，表明了该算法在解决二维浅

水方程反问题时的有效性，同时也为解决此类反问

题提供了一个可行方法。
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