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基于贝努力映射的混沌运算研究
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摘要：基于混沌系统符号动力学原理，由贝努力映射函数可得信号的混沌符号序列，因此本研究探

讨了一种能直接对所得混沌符号序列进行加、减及乘法运算的方法。通过数值实验表明，采用该方

法运算得到的结果与直接采用十进制运算得到的结果完全相同，可应用于混沌信号处理系统。
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　　混沌在自然界中普遍存在，随着人们对自然界
中各种现象建立的数学模型，混沌动力学的理论和

方法被越来越广泛地应用到自然科学和工程技术的

各个领域中。目前，基于一维分段线性映射函数的

混沌系统已在信息存储、检索、图像处理等方面得以

应用［１６］。混沌信号处理的关键是如何对由映射函

数得到的符号序列进行运算，并使运算结果与直接

对输入信号进行的相应运算结果一致。在这方面，

文献［７９］提出了对基于倒锯齿映射函数得到的符
号序列直接进行简单四则运算的模型。与倒锯齿映

射相比，贝努力映射所得到的符号序列是直接与输

入相对应的二进制码，在符号序列运算原理上更直

接，在电路实现上也更简单。

结合混沌符号动力学原理，本研究提出了利用

贝努力映射函数所产生的混沌符号序列直接进行

加、减及相乘运算的方法。为了验证该混沌运算模

型的正确性，本研究基于贝努力映射函数产生输入

数据的混沌符号序列，对相应的符号序列进行加、减

及相乘运算，得到的结果根据初值估计公式计算初

值，再与直接对输入数据进行运算的结果进行比较，

若误差在一定范围内，则证明了运算模型的正确性。

１　混沌符号序列的产生

假设一般形式的线段Ｉ到自身的映射的数学模
型为：

ｘｎ＋１ ＝ｆ（ｘｎ）， ｘｎ、ｘｎ＋１∈Ｉ （１）

其中，ｆ（·）：Ｉ→Ｉ是一个非线性函数。取初值ｘ０代
入（１）式，算出 ｘ１。将 ｘ１作为新的输入，计算 ｘ２，
……，如此迭代下去，便得到一条数值轨道为：

ｘ０，ｘ１ ＝ｆ（ｘ０），ｘ２ ＝ｆ（ｘ１）＝ｆ
（２）（ｘ０），…，ｘｎ ＝

ｆ（ｘｎ－１）＝ｆ
（ｎ）（ｘ０） （２）
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根据符号动力学原理，令：

εｎ ＝
０， ｘｎ"Ｃ

１， ｘｎ
{ Ｃ

（３）

其中，Ｃ为映射峰值。用初值 ｘ０作为相应符号序列
的名字，即：

ｘ０ ＝ε０ε１ε２…εｎ－１εｎ… （４）
这样，以ｘ０作为初值的数值轨道（２）式就转换

为对应的符号序列（４）式。
对于贝努力映射在考虑满映射的情况下其动力

学方程为：

Ｘｎ＋１ ＝Ｂ（Ｘｎ）＝
２Ｘｎ，Ｘｎ∈［０，０．５）

２Ｘｎ－１，Ｘｎ∈［０．５，１{ ］
（５）

此时，（３）式可改写为：

εｎ ＝
０，Ｘｎ ＜０．５

１，Ｘｎ０．{ ５
（６）

经数学推导知，贝努力映射的初值估计公式为：

Ｘ０∑
Ｎ

ｉ＝０

εｉ
２ｉ＋１
（Ｎ为迭代次数） （７）

如此即可由贝努力映射函数产生的符号序列计

算出对应的初值。

２　混沌符号序列的运算

设有两个初值ｘ０和 ｙ０，利用（５）式和（６）式可
得它们对应的符号序列分别为｛ａｉ｝和｛ｂｉ｝（ｉ＝０，１，
２，……Ｎ）。若满足（ｘ０＋ｙ０）∈［０，１］，则根据（７）

式有（ｘ０＋ｙ０）∑
Ｎ

ｉ＝０

ａｉ＋ｂｉ
２ｉ＋１

。由于ａｉ，ｂｉ∈｛０，１｝，

（ａｉ＋ｂｉ）∈｛０，１，２｝。若能将符号序列｛（ａｉ＋ｂｉ）｝
转换成｛０，１｝范围内的 ｃ{ }

ｉ ，就可以直接利用（７）
式，计算出符号序列 ｃ{ }

ｉ 所对应的初值。

假设对第ｉ位进行符号转换时 ｓｉ＋１表示低位向
本位ｓｉ的进位，则加法运算时｛（ａｉ＋ｂｉ）｝→ ｃ{ }

ｉ 的

转换关系见表１。
根据表１可推得符号序列的转换关系为：

ｃｉ＝ａｉ·ｂ
－

ｉ·ｓ
－

ｉ＋１＋ａ
－

ｉ·ｂｉ·ｓ
－

ｉ＋１＋ａ
－

ｉ·ｂ
－

ｉ·ｓｉ＋１＋
ａｉ·ｂｉ·ｓｉ＋１ ＝ａｉｂｉｓｉ＋１

ｓｉ＝ａｉ·ｂ
－

ｉ·ｓｉ＋１＋ａ
－

ｉ·ｂｉ·ｓｉ＋１＋ａｉ·ｂｉ·ｓ
－

ｉ＋１＋
ａｉ·ｂｉ·ｓｉ＋１ ＝ａｉｂｉ·ｓｉ＋１＋ａｉ·ｂｉ （８）

将 ｃ{ }
ｉ 代入（７）式，即可得到（ｘ０＋ｙ０）的估计

值。

同理，当两个符号序列相减时有 （ｘ０－ｙ０）

∑
Ｎ

ｉ＝０

ａｉ－ｂｉ
２ｉ＋１

，并满足（ｘ０－ｙ０）∈［０，１］。由于ａｉ，ｂｉ∈

｛０，１｝，则（ａｉ－ｂｉ）∈｛－１，０，１｝，将其转换成 ｄ{ }
ｉ

，且有ｄｉ∈｛０，１｝。
同样，在对第ｉ位进行转换时令ｓｉ＋１表示低位向

本位 ｓｉ的借位，则减法运算时 ｛（ａｉ ＋ｂｉ）｝→
ｄ{ }
ｉ 的转换关系见表２。

表１　加法运算时｛（ａｉ＋ｂｉ）｝→ ｃ{ }
ｉ 的转换关系

Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎｒｅｌａｔｉｏｎｏｆ｛（ａｉ＋ｂｉ）｝

→ ｄ{ }
ｉ ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

ａｉ数值 ｂｉ数值 ｓｉ＋１数值 ｃｉ数值 ｓｉ数值

０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ １ ０
０ １ ０ １ ０
０ １ １ ０ １
１ ０ ０ １ ０
１ ０ １ ０ １
１ １ ０ ０ １
１ １ １ １ １

表２　减法运算时｛（ａｉ＋ｂｉ）｝→ ｄ{ }
ｉ 的转换关系

Ｔａｂ．２　Ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎｒｅｌａｔｉｏｎｏｆ｛（ａｉ＋ｂｉ）｝→ ｄ{ }
ｉ

ｉｎｓｕｂｔｒａｃｔｉｏｎｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

ａｉ数值 ｂｉ数值 ｓｉ＋１数值 ｄｉ数值 ｓｉ数值

０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ １ １
０ １ ０ １ １
０ １ １ ０ １
１ ０ ０ １ ０
１ ０ １ ０ ０
１ １ ０ ０ ０
１ １ １ １ １

由表２可推得以下符号序列的转换关系，即：

ｄｉ＝ａｉ·ｂ
－

ｉ·ｓ
－

ｉ＋１＋ａ
－

ｉ·ｂｉ·ｓ
－

ｉ＋１＋ａ
－

ｉ·ｂ
－

ｉ·ｓｉ＋１＋
ａｉ·ｂｉ·ｓｉ＋１ ＝ａｉｂｉｓｉ＋１

ｓｉ＝ａ
－

ｉ·ｂ
－

ｉ·ｓｉ＋１＋ａｉ·ｂｉ·ｓｉ＋１＋ａ
－

ｉ·ｂｉ·ｓ
－

ｉ＋１＋

ａ
－

ｉ·ｂｉ·ｓｉ＋１ ＝ａｉｂｉ·ｓｉ＋１＋ａ
－

ｉ·ｂｉ （９）

由此，可计算得到（ｘ０－ｙ０）∑
Ｎ

ｉ＝０

ｄｉ
２ｉ＋１
。

在对两个符号序列进行相乘运算时，有：

（ｘ０·ｙ０）（∑
Ｎ

ｉ＝０

ａｉ
２ｉ＋１
）·（∑

Ｎ

ｊ＝０

ｂｊ
２ｊ＋１
）＝∑

２Ｎ

ｋ＝０

ｆｋ
２ｋ＋２

其中，ｋ＝ｉ＋ｊ＝０，１，２，……，２Ｎ，且：

ｆｋ ＝ｆ（ｉ＋ｊ） ＝
ｎ，　　ａｉ，ｂｊ均为１时

０，　　{
其它情况

其中，ｎ为 ｆｋ不为 ０的个数。由于 ｆｋ∈ ｛０，１，２，
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……，２Ｎ｝，所以不能直接应用（７）式计算出初值，
应将ｆｋ转换成 ｅ{ }

ｉ ，其中 ｅｉ∈ ｛０，１｝。转换方法
为：令ｆｋ除２的商为 ｍ，且 ｍ≠０，则进位到（ｋ－ｍ）
位，而ｅｋ的值为ｆｋ除２的余数，这样就得到了新的符
号序列 ｅ{ }

ｉ ，将其代入（７）式即可得到与 （ｘ０·ｙ０）
对应的初值。

通过以上分析可知，在精度允许的范围内，初值

的加、减、乘运算结果可直接由各初值对应的混沌符

号序列的运算得到。

３　ＭＡＴＬＡＢ仿真

为了验证上述算法的正确性，笔者采用 ＭＡＴ

ＬＡＢ软件进行数值实验。
对于加法和减法运算的算法验证，可先取两个

初始值ｘ０和 ｙ０，使 ｘ０，ｙ０∈ ［０，１］，对于加法和减
法运算应分别满足ｘ０＋ｙ０ ＜１和ｘ０－ｙ０ ＞０。由
（５）式和（６）式（迭代次数 Ｎ取１６）可得与 ｘ０和 ｙ０
对应的符号序列｛ａｉ｝和｛ｂｉ｝，分别利用（８）式和（９）
式计算出 ｃ{ }

ｉ 和 ｄ{ }
ｉ ，将 ｃ{ }

ｉ 和 ｄ{ }
ｉ 代入（７）式

推算出其分别对应的初值，最后与（ｘ０＋ｙ０）和 （ｘ０
－ｙ０）进行比较。
若取初值ｙ０＝０．１００，其对应的符号序列｛ｂｉ｝

为０００１１００１１００１１００１，对于不同的 ｘ０，其对应的
加、减法运算结果如表３所示。

表３　基于符号序列的加、减法运算
Ｔａｂ．３　Ａｄｄｉｔｉｏｎａｎｄｓｕｂｔｒａｃｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｓｙｍｂｏｌｉｃｓｅｑｕｅｎｃｅｓ

初值ｘ０
初值ｘ０对应
的符号序列

｛ａｉ｝

加法 减法

｛ｃｉ｝
｛ｃｉ｝对应
的初值

ｘ０＋ｙ０ 误差 ｛ｄｉ｝
｛ｄｉ｝对应
的初值

ｘ０－ｙ０ 误差

０．０００
００００００００
００００００００

０００１１００１
１００１１００１

０．０９９９９１ ０．１００ ０．０００００９ － － － －

０．１００
０００１１００１
１００１１００１

００１１００１１
００１１００１１

０．１９９９９７ ０．２００ ０．０００００３
００００００００
００００００００

０．００００００ ０．０００ ０．００００００

０．２００
００１１００１１
００１１００１１

０１００１１００
１１００１１００

０．２９９９８８ ０．３００ ０．００００１２
０００１１００１
１００１１００１

０．０９９９９１ ０．１００ ０．０００００９

０．３００
０１００１１００
１１００１１００

０１１００１１０
０１１００１１０

０．３９９９９４ ０．４００ ０．０００００６
００１１００１１
００１１００１１

０．１９９９９７ ０．２００ ０．０００００３

０．４００
０１１００１１０
０１１００１１０

１０００００００
００００００００

０．５０００００ ０．５００ ０．００００００
０１００１１００
１１００１１００

０．２９９９８８ ０．３００ ０．００００１２

０．５００
１０００００００
００００００００

１００１１００１
１００１１００１

０．５９９９９１ ０．６００ ０．０００００９
０１１００１１０
０１１００１１０

０．３９９９９４ ０．４００ ０．０００００６

０．６００
１００１１００１
１００１１００１

１０１１００１１
００１１００１１

０．６９９９９７ ０．７００ ０．０００００３
１０００００００
００００００００

０．５０００００ ０．５００ ０．００００００

０．７００
１０１１００１１
００１１００１１

１１００１１００
１１００１１００

０．７９９９８８ ０．８００ ０．００００１２
１００１１００１
１００１１００１

０．５９９９９１ ０．６００ ０．０００００９

０．８００
１１００１１００
１１００１１００

１１１００１１０
０１１００１１０

０．８９９９９４ ０．９００ ０．０００００６
１０１１００１１
００１１００１１

０．６９９９９７ ０．７００ ０．０００００３

０．９００
１１１００１１０
０１１００１１０

１１１１１１１１
１１１１１１１１

０．９９９９８５ １．０００ ０．００００１５
１１００１１００
１１００１１００

０．７９９９８８ ０．８００ ０．００００１２

１．０００
１１１１１１１１
１１１１１１１１

－ － － －
１１１００１１０
０１１００１１０

０．８９９９９４ ０．９００ ０．０００００６

　　由表３所示的结果可知，对混沌符号序列进行
加、减运算与直接对输入的十进制数值进行运算的

误差保持在０．００００１５（即１／２１６）范围内，即误差小
于截断误差１／２Ｎ（截断误差是由于在实际运算中迭
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代次数Ｎ有限而产生的，无法避免），因此这两种运
算是完全等效的。

由于乘法运算实际上是采用移位相加的方法得

到的，运算模型与加法一致，因此对于乘法运算模型

的验证文中不再累述。

４　结　论

从以上实验结果可知，在精度允许范围（即

１／２Ｎ）内，通过对混沌符号序列直接进行加、减及相
乘运算所得的结果与输入数据的十进制运算结果是

完全相同的。因此，以上混沌运算模型为混沌符号

序列直接进行数字处理奠定了基础，使得数字信号

处理中的许多方法可以同样用在混沌系统中，从而

为混沌态下进行信号处理提供途径。
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