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摘要:针对Navier-Stokes/Navier-Stokes耦合方程,本文提出了基于空间非迭代Newton格式的时间解

耦局部并行方法。首先,解耦耦合区域,将耦合区域内Navier-Stokes/Navier-Stokes耦合方程的求解转换

为子区域内非定常Navier-Stokes方程的求解。其次,在空间上运用非迭代Newton格式线性校正,时间

上直接求解广义线性Stokes问题,从而使得非线性方程转换为线性方程。最后,剖分解耦后的两个子区

域,将子区域内单一非定常Navier-Stokes方程的求解转换为并行区域内的各自求解。数值实验表

明:与空间非迭代Newton格式的欧拉时间推进方法相比,时间解耦的局部并行方法在保证精度的

情况下,运行时间较短,在一定程度上提高了耦合问题的求解效率,保证了其高效性。
关键词:Navier-Stokes/Navier-Stokes耦 合 方 程;非 定 常 Navier-Stokes方 程;空 间 非 迭 代 的

Newton格式;欧拉时间推进方法;时间解耦的局部并行方法
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LocalandparalleldecoupledtimesteppingmethodfortheNavier-Stokes/
Navier-Stokesequations
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Abstract:FortheNavier-Stokes/Navier-Stokescouplingequations,alocalandparalleldecoupled
timesteppingmethodbasedonthespatialnon-iterativeNewtonschemeisproposed.Firstly,the
couplingdomainisdecoupled,thepurposeofwhichistoconvertthesolutionoftheNavier-
Stokes/Navier-Stokescouplingequationinthecouplingdomainintothesolutionofthenonsta-
tionaryNavier-Stokesequationsinthesubdomains.Secondly,thenon-iterativeNewtonschemeis
usedinthespaceforlinearcorrection,withthegeneralizedlinearStokesproblemdirectlysolved
intime,thusthenonlinearequationsbeingconvertedintothelinearequations.Finally,thetwo
subdomainsafterdecouplingaredecomposed.ThesolutionsofasinglenonstationaryNavier-
Stokesequationsinthesubdomainsaretransformedintotherespectivesolutionsintheparallel
domain.Numericalexperimentsshowthat,comparedwiththeEulerspace-timemethodbasedon
thespatialnon-iterativeNewtonscheme,thelocalandparalleldecoupledtimesteppingmethod
hasashorterrunningtimeinensuringaccuracy.Therefore,theefficiencyofsolvingthecoupling
problemisimprovedtoacertainextentwithitsefficiencyensured.
Keywords:Navier-Stokes/Navier-Stokesequations;nonstationaryNavier-Stokesequations;spa-
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tialnon-iterativeNewtonscheme;Eulertimesteppingmethod;localandparallelde-
coupledtimesteppingmethod

  Navier-Stokes方程[1-2]描述的是粘性不可压缩

流体动量守恒的运动方程,反映了粘性流体流动的

基本力学规律,是粘性不可压缩流体的经典模型。
复杂的自然现象不是单一 Navier-Stokes方程所能

刻画的,许多重要应用[3]需要一种流体与另一种流

体的多域、多物理耦合的数值解,因此了解多物理耦

合的复杂模型是必不可少的,如描述两种流体耦合

的 Navier-Stokes/Navier-Stokes耦合方程。Navier-
Stokes/Navier-Stokes耦 合 方 程 是 两 个 非 定 常

Navier-Stokes方程在接口界面上通过耦合条件得

到的复杂方程组,主要出现在气象学和海洋学等理

论研究中。
至今,基于不同的格式与技术,国内外许多学者

和科研人员提出了Navier-Stokes/Navier-Stokes耦

合模型的串行求解方法[4-9]。例如:Connors等[4]基

于传统的非线性格式,运用解耦方法通过分析方法

的稳 定 性 与 数 值 解 收 敛 性,最 终 得 到 Navier-
Stokes/Navier-Stokes耦合问题的数值解;Connors
等[5]提出了Navier-Stokes/Navier-Stokes耦合方程

的完全离散化形式,并证明该耦合方程在每个时间

歩长都保持稳定性等四条特性;Li等[7]运用空间非

迭代的Oseen格式一步校正非线性项,将非线性问

题转换为线性问题,从而求解Navier-Stokes/Navier-
Stokes耦合方程的数值解;而Zhang等[8]运用经典

Newton迭代格式,采用相对应的解耦方法分析了

流体耦合问题的稳定性与误差估计,理论证明了该

解耦方法不仅无条件稳定并且长时间稳定,数值实

验证明了方程数值解的收敛性。
对于含有接口边界条件的耦合方程,在数值模

拟的过程中存在三大难点:较大的数据存储空间、较
长的计算时间以及耦合信息的相互牵制。因此,随
着社会的发展与科技的更新,需要借助计算机的并

行计算技术实现快速求解,从而达到减少求解时间

的目的。经典 Navier-Stokes方程的并行方法[10-15]

已有很多,如Liu等[11]提出了一种基于Newton迭

代格式求解包含时间和空间 Navier-Stokes方程的

方法,通过比较不同时间歩长的能量来选择合适的

时间歩长;尚月强等[13]基于完全重叠型区域分解技

巧,提出三种求解非定常Navier-Stokes方程的有限

元并行算法;而Zheng等[14]通过划分粗细网格,结
合粗网格上的全局解与细网格上的局部解,提出了

基于单元划分的局部和并行有限元算法,从而得到

定常Navier-Stokes方程的数值解。
目前,经典 Navier-Stokes方程的并行方法越

来越成熟,而对于 Navier-Stokes/Navier-Stokes耦

合方程,串行方法已有发展,但并行方法却研究较

少。因此,根 据 两 网 格 的 单 元 划 分 局 部 并 行 方

法[14-15],基于空间非迭代Newton格式,提出一种求

解Navier-Stokes/Navier-Stokes耦合方程的时间解

耦局部并行方法。通过解耦复杂区域、处理边界条

件以及划分并行区域,最终提出三个数值实验,以此

验证空间非迭代Newton格式的优越性以及时间解

耦局部并行方法的高效性。

1 Navier-Stokes/Navier-Stokes耦合方程

考虑 的 Navier-Stokes/Navier-Stokes耦 合 方

程为:

ui,t-νiΔui+ui·

Δ

ui+

Δ

pi =fi   inΩi,

1  
-νini·

Δ

ui·τ=κui-uj ui-uj  ·τ onI,

2  
        ui·ni =0 onI,

3  
        

Δ

·ui =0 inΩi,

4  
        ui x,0  =u0i x  inΩi,

5  
       ui =0  onΓi =∂Ωi\I。 6  
子区域Ωi⊂Rd,i=1,2,d=2,3,耦合区域Ω=
Ω1 ∪Ω2,其中I为接口界面,n1、n2为单位外法向

量。给定参数κ,粘性系数νi >0。速度ui:Ωi ×
0,T  →Rd,压力pi:Ωi × 0,T  →R,体积力fi:

0,T  → H1 Ωi    d。方程的耦合区域如图1所示。

图1 区域耦合图

Fig.1 Thecoupleddomain
 

为了求解Navier-Stokes/Navier-Stokes耦合方

程,提出Hilbert空间:

Xi = vi∈ H1 Ωi    d:vi =0onΓi;vi·ni =0onI  ,

Mi = qi∈L2 Ωi  :∫Ωi
qidΩi =0  。
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运用格林公式,有式(1)~(6)的变分形式:求解

ui,pi  ∈Xi×Mi 使得 vi,qi  ∈Xi×Mi,满足:

ui,t,vi  +aui,vi  +∫I
κ u  u  vids+

bui,ui,vi  -dvi,pi  = fi,vi  ,
(7)

dui,qi  =0。 8  

其中 ui,t,vi  =∫Ωi

∂ui

∂tvidx,·  表示指示量在接

口界面I的跳跃,即 u  = ui-uj ,i,j=1,2。
双线性项a·,·  与d·,·  定义在 Xi ×Xi

与Xi×Mi 上:

aui,vi  =νi

Δ

ui,

Δ

vi  ,ui,vi∈Xi,

dvi,qi  =- vi,

Δ

qi  = divvi,qi  ,vi∈Xi,qi∈Mi。
并且满足条件:

aui,vi  ≤νi‖

Δ

ui‖0 ‖

Δ

vi‖0,

dvi,qi  ≤C‖

Δ

vi‖0 ‖qi‖0,

sup
∀vi∈Xi

dvi,qi  
‖

Δ

vi‖0 ≥β‖qi‖0,∀qi∈Mi。

这里,C为常数,β>0。
三线性项b·,·,·  定义在Xi×Xi×Xi 上:

bui,vi,wi  = ui·

Δ

vi,wi  +12 divui  vi,wi  =

1
2 ui·

Δ
vi,wi  +12 ui·

Δ
wi,vi  。

并且有性质:

bui,vi,wi  ≤N ‖

Δ

ui‖0 ‖

Δ

vi‖0 ‖

Δ

wi‖0,

bui,vi,wi  =-bui,wi,vi  ,ui,vi,wi∈Xi。

其中,N = sup
u,v,w∈Xi

bu,v,w  
‖

Δ

u‖0 ‖

Δ

v‖0 ‖

Δ

w‖0
。

解决实际问题是需要考虑多方面因素的,针对

Navier-Stokes/Navier-Stokes耦合模型,本文仅讨

论模型的并行算法。

2 空间非迭代Newton格式的欧拉时间推进

方法

  定义区域网格剖分:h>0表示网格尺度,τh 表

示正则三角形 剖 分。有 限 元 K ∈τh 满 足h =
max
k∈τh

diam K  ,有限元序对P1b-P1 空间的定义为:

Xh
i = vi∈Xi:∀k∈τh,vi k∈P1􀱇Span{λk

0λk
1λk
2}  ,

Mh
i = qi∈Mi:∀k∈τh,qi k∈P1  。

并且满足有限元逼近性质:

1)对于vi∈Xi,qi∈H1 Ωi  ∩Mi,有限元的

逼近Ihvi∈Xh
i,Jhqi∈Mh

i 使得

vi-Ihvi 1 ≤Ch ‖vi‖0,‖qi-Jhqi‖0 ≤
Ch‖qi‖1。

2)对于任意的vh
i∈Xh

i,qh
i∈Mh

i,有逆不等式

成立

vh
i 1 ≤Ch-1‖vh

i‖0,qh
i 1≤Ch-1‖qh

i‖0。
设置时间步长为Δt>0,其中tn =nΔt,n=0,

1,…,N,Δt = T/N。令 耦 合 方 程 的 近 似 解

un
i,pn

i  := un
i,h,pn

i,h  ,并且有

  ‖ui,Δt(t)-ui,Δt‖l2(L2(Ω)):=

    Δt∑
n

j=0
‖ ui(tj+1)-uj+1

i  ‖20  
1
2。

针对 Navier-Stokes/Navier-Stokes耦合模型,
本文在每个时间歩长上采用空间非迭代的形式,即
在每个时间歩长的求解过程中取消了计算相邻两次

迭代数值解ui、pi 的误差。而对于三线性项,主要

运用 Newton格式bun,un+1,v  +bun+1,un,v  -
bun,un,v  、 一 步 线 性 校 正 非 线 性 项

bun+1,un+1,v  以及 运 用 标 准 几 何 平 均 跳 跃[4]

un
j un

i -un
j

1
2 un-1

i -un-1
j

1
2 来处理耦合边界式(2)。

算法1(空间非迭代 Newton格式的欧拉时间

推进方法)
第1 步 求 解 u0i,p0i  ∈ Xh

i × Mh
i,使 得

vi,qi  ∈Xh
i ×Mh

i 满足线性Stokes方程:

au0i,vi  -dvi,p0i  +du0i,qi  = fi,vi  。
第2 步 令 体 积 力 fi ∈ H-1 Ωi    d,求 解

un+1
i ,pn+1

i  ∈Xh
i ×Mh

i 使得 vi,qi  ∈Xh
i ×Mh

i 满足

un+1
i -un

i

Δt
,vi  +aun+1

i ,vi  +

bun
i,un+1

i ,vi  +bun+1
i ,un

i,vi  -bun
i,un

i,vi  +

κ∫I
un  un+1

i vids-κ∫I
un  

1
2 un-1  

1
2un

jvids-

dvi,pn+1
i  +dun+1

i ,qi  = fi tn+1  ,vi  。 9  

3 时间解耦的局部并行方法

基于空间非迭代Newton格式的欧拉时间推进

方法,给出其对应格式的时间解耦局部并行方法。
通过解耦接口界面I,将耦合区域Ω内Navier-

Stokes/Navier-Stokes方程的求解转换为子区域Ωi

内非定常Navier-Stokes方程的求解。方程解耦后

的区域如图2所示。

图2 区域解耦图

Fig.2 Thedecoupleddomain
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定义u-h,0
i =Phu0

i,其中 Ph 为L2-正交投影:

L2 Ω    d →Xh
i,并且满足:

Phw,vh  = w,vh  ,∀w∈ L2(Ω)  d,vh ∈Xh
i。

对于子区域 Ωi,需要求解的非定常 Navier-
Stokes方程为:

求 解 u-h,n+1
i ,p-h,n+1

i  ∈ Xh
i × Mh

i, 使 得

vi,qi  ∈Xh
i ×Mh

i 满足:

u-h,n+1
i -u-h,n

i

Δt
,vi  +au-h,n+1

i ,vi  +bu-h,n
i ,u-h,n+1

i ,vi  +

bu-h,n+1
i ,u-h,n

i ,vi  -bu-h,n
i ,u-h,n

i ,vi  -

dvi,p-h,n+1
i  +du-h,n+1

i ,qi  = fi(tn+1),vi  。

  设子区域Ωi 中的并行区域为Ωi,ki
,ki =1,…,

Ni,其上的区域分解基函数为 φi,ki  Niki=1,并且满

足条件[16]:

  

Ωi =∪
Ni

ki=1
Ωi,ki

,i=1,2,

suppφi,ki ⊆Ωi,ki
,

∑
Ni

ki=1
φi,ki ≡1onΩi。

而针对解耦后的接口界面,根据耦合区域Ω 和

子区域Ωi 的边界条件方程(2)、(3)、(6)式,设置并

行区域Ωi,ki
的边界条件:

1)并行区域为耦合边界,设置式(2)为并行区

域的边界条件;

2)并行区域为人工边界,则由如下的第一类边

界条件代替:

un+1
i ∂Ωi,k=un

i,un
i,un+1

i ∈Xh
i,i=1,2  。

10  
3)并行区域为混合边界,结合耦合边界式(2)

与人工边界式(10)进行求解。
为了区别耦合方程的计算,定义残差:

ε-n+1i =u-h,n+1
i -u-h,n

i ,i=1,2,

η
-n+1
i =p-h,n+1

i -p-h,n
i ,n=0,1,…,N。

则子区域Ωi 内的方程为:求解 ε-n+1i ,η
-n+1
i  ∈

Xh
i ×Mh

i 使得 vi,qi  ∈Xh
i ×Mh

i 满足:

ε-n+1i

Δt
,vi  +aε-n+1i ,vi  +bu-h,n

i ,ε-n+1i ,vi  +

bε-n+1i ,u-h,n
i ,vi  -bu-h,n

i ,u-h,n
i ,vi  -

dvi,η
-n+1
i  +dε-n+1i ,qi  = fi(tn+1),vi  -(11)

au-h,n
i ,vi  -d u-h,n

i ,qi  +dvi,p-h,n
i  -

bu-h,n
i ,u-h,n

i ,vi  -bu-h,n
i ,u-h,n

i ,vi  。
基于叠加原理,式(11)转换为如下问题之和:求

解 ε-n+1i,ki
,η
-n+1
i,ki  ∈ Xh

i(Ωi,ki
)× Mh

i(Ωi,ki
) 使 得

vi,qi  ∈Xh
i(Ωi,ki

)×Mh
i(Ωi,ki

)满足:

ε-n+1i,ki

Δt
,vi  +aε-n+1i,ki

,vi  -dvi,η
-n+1
i,ki  +dε-n+1i,ki

,qi  +

bu-h,n
i ,ε-n+1i,ki

,vi  +bε-n+1i,ki
,u-h,n

i ,vi  -bu-h,n
i ,u-h,n

i ,vi  =

fi(tn+1),vi  -du-h,n
i ,qi  +dvi,p-h,n

i  -

au-h,n
i ,vi  -bu-h,n

i ,u-h,n
i ,vi  -bu-h,n

i ,u-h,n
i ,vi  。

其中,ε-n+1i =∑
Ni

ki=1
ε-n+1i,ki

,η
-n+1
i =∑

Ni

ki=1
η
-n+1
i,ki
。

因此,结合区域分解基函数与并行区域的边界

条件,提出空间非迭代 Newton格式的时间解耦局

部并行算法。
算法2(空间非迭代 Newton格式的时间解耦

局部并行方法)
第1步 设置并行计算的初值:

u-h,0
i =Phu0

i,p-h,0
i =p0i。

第2步 定义并行区域Ωi,ki
内需要求解的方程:

对于0≤n≤ N,ki =1,2,… ,Ni,求解

ε-n+1i,ki ∈Xh
i(Ωi,ki

),η
-n+1
i,ki ∈Mh

i(Ωi,ki
),使得对所有的

vi,qi  ∈Xh
i(Ωi,ki

)×Mh
i(Ωi,ki

)满足:

ε-n+1i,ki

Δt
,vi  +aε-n+1i,ki

,vi  +bu-h,n
i ,ε-n+1i,ki

,vi  +

bε-n+1i,ki
,u-h,n

i ,vi  +dε-n+1i,ki
,qi  -dvi,η

-n+1
i,ki  -

bu-h,n
i ,u-h,n

i ,vi  = fi(tn+1),vi  -au-h,n
i ,vi  -

du-h,n
i ,qi  +dvi,p-h,n

i  -2bu-h,n
i ,u-h,n

i ,vi  。

第3步 基于局部并行区域的数值解,引入区域

基函数,得到耦合方程的近似解:

u-h,n+1
i =u-h,n

i +∑
Ni

ki=1
φi,kiε

-n+1
i,ki
,

p-h,n+1
i =p-h,n

i +∑
Ni

ki=1
φi,kiη

-n+1
i,ki
。

4 数值实验

为了验证空间非迭代Newton格式的时间解耦

局部并行方法的高效性,提出如下数值实验。所有

实验使用的计算机CPU型号为Inter酷睿i7-8700
@3.20Hz,8GB内存。网格采用三角形单元,有限

元类型为 P1b-P1。Navier-Stokes/Navier-Stokes
耦合方程的精确解[4,8]为:

p1(t,x,y)=p2(t,x,y)=e-tcos(πx)sin(πy),

u1,1(t,x,y)=-αx2e-t(x-1)2(y-1),

u1,2(t,x,y)=αxye-t(2x2y-4x2-3xy+6x+y-2),
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u2,1(t,x,y)=-αxe-t(x-1)y2x(x-1)(μ1
μ2

+1) -

μ
1
21y2e

t
2

(ακ)
1
2

-x(x-1)+μ
1
21e

t
2

(ακ)
1
2
+μ1xy(x-1)

μ2  ,
u2,2(t,x,y)=-αye-t(2x-1)

3μ2(ακ)
1
2

6μ2x2(ακ)
1
2 -

6μ2x(ακ)
1
2 -3μ

1
2
1μ2e

t
2 -2μ1x2y2(ακ)

1
2 -

2μ2x2y2(ακ)
1
2 +2μ1xy2(ακ)

1
2 +3μ1xy(ακ)

1
2 -

3μ1x2y(ακ)
1
2 +2μ2xy2(ακ)

1
2 +μ

1
21μ2y2e

t
2 。

假设 Ω1 = 0,1  × 0,1  ,Ω2 = 0,1  ×
-1,0  ,其中边界I是x 轴上0到1的位置,外法

向量n1 = 0,-1  T,n2 = 0,1  T。给定耦合方程

中的部分参数为:
粘性系数ν1=0.5,ν2=0.05,时间总长T=1,系

数α=1,κ=100。
并且速度ui 与压力pi 的误差计算公式为:

Errui  = Δt∑
N

n=1
‖

Δ

ui(tn+1)-u-h,n+1i  ‖2L2(Ωi)  
1
2,

Err pi  = Δt∑
N

n=1
‖pi(tn+1)-p-h,n+1

i ‖2L2(Ωi)  
1
2。

第一,通过比较不同格式求解耦合方程的求解

时间,说明空间非迭代 Newton格式的优越性。固

定子区域Ωi 的网格剖分h=1/30,时间步长Δt=
0.01,比较空间非迭代 Newton格式与 Newton迭

代格式、Oseen迭代格式、Simple迭代格式的求解时

间,结果如表1所示。

表1 四种格式的误差和时间对比结果

Tab.1 Theerrorandtimeoffourschemes

格式 Err(u1)Err(u2)Err(p1)Err(p2)时间/s

空间非迭代

Newton格式 0.01720.07120.00190.0017151.60

Newton
迭代格式 0.01720.07120.00190.0017165.40

Oseen
迭代格式 0.01720.07130.00190.0017160.77

Simple迭代
格式 0.01720.07130.00190.0017167.68

  通过表1可以发现:四种格式的误差精度相差

较小,但在时间方面,当固定网格剖分h与时间歩长

Δt时,本文所选的空间非迭代Newton格式在求解

Navier-Stokes/Navier-Stokes耦合方程时运行时间

相对较短。

第二,给出算法1关于空间与时间同时离散的

误差与时间结果。设置时间歩长Δt=h,选择子区

域Ωi 的网格剖分h 为 1
4
、1
8
、1
16
、1
32
,从而算法1的

结果如表2、表3所示。

表2 算法1的速度误差结果

Tab.2 ThevelocityerrorofthemethodI

1/h Err(u1) 收敛阶 Err(u2) 收敛阶

4 0.1970 0.8263

8 0.0860 1.1946 0.3593 1.2013

16 0.0380 1.1808 0.1577 1.1885

32 0.0174 1.1285 0.0719 1.1318

表3 算法1的压力误差和时间结果

Tab.3 ThepressureerrorandtimeofthemethodI

1/h Err(p1) 收敛阶 Err(p2) 收敛阶 时间/s

4 0.0230 0.0236 0.55

8 0.0114 1.0107 0.0085 1.4737 3.27

16 0.0047 1.2850 0.0031 1.4419 24.55

32 0.0018 1.4042 0.0012 1.3507 180.17

  表2、表3的误差结果验证了数值解速度ui 与

压力pi 的收敛阶均达到了一阶,符合耦合方程的收

敛理论[7]。但随着子区域网格剖分的增大,Navier-
Stokes/Navier-Stokes耦合方程的运行时间会越来

越长。
第三,为了说明算法2的高效性,分别运用算法1

与算法2求解Navier-Stokes/Navier-Stokes耦合方

程,以此从两个方面比较两种方法的求解时间。首

先,分别固定时间步长Δt=0.1、Δt=0.01,改变网

格剖分h为 1
10
、1
20
、1
30
、1
40
,比较算法1与算法2的

求解时间,结果如表4、表5所示。

表4 时间歩长Δt=0.1的时间对比结果

Tab.4 ThetimeresultswiththetimestepΔt=0.1

1/h
算法1时

间/s

算法2时

间/s

两种方法的比较

差值/s 百分比/%

10 2.06 0.92 1.14 55

20 8.31 3.84 4.47 54

30 18.17 9.58 8.59 47

40 31.94 18.04 13.87 43
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表5 时间歩长Δt=0.01的时间对比结果

Tab.5 ThetimeresultswiththetimestepΔt=0.01

1/h
算法1时

间/s

算法2时

间/s

两种方法的比较

差值/s 百分比/%

10 19.95 12.06 7.89 40

20 79.71 44.18 35.53 46

30 151.61 106.31 45.30 30

40 271.95 199.87 72.08 27

  通过表4、表5可以看出:与算法1相比,当给

定时间步长Δt时,算法2节省了25%以上的时间,
而最大节省时间达到50%。从而说明,固定时间歩

长Δt,改变区域的网格剖分h,算法2的求解时间

更短。

其次,分别固定网格剖分h= 110
、h= 130

,改变

时间步长Δt为0.1、0.05、0.025、0.0125,得到时间

结果如表6、表7所示。

表6 网格剖分h=1/10的时间结果

Tab.6 Thetimeresultswiththemeshsizeh=1/10

Δt
算法1时

间/s

算法2时

间/s

两种方法的比较

差值/s 百分比/%

0.1 2.06 0.92 1.14 55

0.05 3.84 1.93 1.91 50

0.025 7.47 5.12 2.35 32

0.0125 14.32 8.05 6.27 44

表7 网格剖分h=1/30的时间结果

Tab.7 Thetimeresultswiththemeshsizeh=1/30

Δt
算法1时

间/s

算法2时

间/s

两种方法的比较

差值/s 百分比/%

0.1 18.17 9.58 8.59 47

0.05 33.20 20.10 13.10 39

0.025 63.37 50.36 13.01 21

0.0125 122.30 80.76 41.54 34

  从表6、表7可以看出:与算法1相比,算法2
求解Navier-Stokes/Navier-Stokes耦合方程的运行

时间相对较短,减少了40%左右的运行时间。从而

说明当网格剖分h不变时,改变时间步长Δt,并行

算法的求解时间相对较短,即收敛速度较快。
最后,固定时间步长Δt=0.01,改变网格剖分

h为 1
20
、1
30
、1
40
,得到误差结果如表8所示。

表8 两种算法的误差对比结果

Tab.8 Theerrorresultsoftwoalgorithms

数值解

误差

算法1

1/h=
20

1/h=
30

1/h=
40

算法2

1/h=
20

1/h=
30

1/h=
40

Err(u1) 0.026 0.017 0.013 0.025 0.017 0.013

收敛阶 1.004 1.003 1.009 1.006

Err(u2) 0.107 0.071 0.053 0.105 0.070 0.052

收敛阶 1.008 1.004 1.010 1.006

Err(p1) 0.004 0.002 0.001 0.004 0.002 0.001

收敛阶 1.528 1.510 1.511 1.473

Err(p2) 0.004 0.002 0.001 0.004 0.002 0.001

收敛阶 1.860 1.671 1.855 1.661

  综合表4~表8的数值结果可以发现:在保证

误差精度与收敛阶的前提下,随着时间歩长Δt或网

格剖分h 的改变,运用算法2求解 Navier-Stokes/

Navier-Stokes耦合方程的计算时间明显较短。随

着解耦后并行区域Ωi,ki
的增加,并行算法的优越性

会越来越明显。
第四,为了说明不同粘性系数下,算法2关于时

间与空间的收敛阶情况,设置Δt=h,分别针对粘

性系数ν1=0.05,ν2=0.5与ν1=0.05,ν2=0.05,
运用算法2进行求解,得到相应的数值结果,如
表9~表12所示。

表9 ν1 =0.05,ν2 =0.5时的速度误差

Tab.9 Thevelocityerrorofν1 =0.05,ν2 =0.5

1/h Err(u1) 收敛阶 Err(u2) 收敛阶

10 0.0570 0.0565

20 0.0256 1.1524 0.0307 0.8810

30 0.0168 1.0445 0.0210 0.9353

40 0.0125 1.0132 0.0159 0.9550

表10 ν1 =0.05,ν2 =0.5时的压力误差

Tab.10 Thepressureerrorofν1 =0.05,ν2 =0.5

1/h Err(p1) 收敛阶 Err(p2) 收敛阶

10 0.0027 0.0097

20 0.0008 1.6950 0.0037 1.3840

30 0.0004 1.6502 0.0021 1.4621

40 0.0003 0.5919 0.0013 1.4799
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表11 ν1 =0.05,ν2 =0.05时的速度误差

Tab.11 Thevelocityerrorofν1 =0.05,ν2 =0.05

1/h Err(u1) 收敛阶 Err(u2) 收敛阶

10 0.0572 0.0767

20 0.0258 1.1486 0.0380 1.0120

30 0.0169 1.0424 0.0256 0.0981

40 0.0126 1.0119 0.0193 0.0978

表12 ν1 =0.05,ν2 =0.05时的压力误差

Tab.12 Thepressureerrorofν1 =0.05,ν2 =0.05

1/h Err(p1) 收敛阶 Err(p2) 收敛阶

10 0.0028 0.0032

20 0.0009 1.6510 0.0011 1.5958

30 0.0005 1.5720 0.0006 1.4808

40 0.0003 1.4879 0.0004 1.3609

  通过观察可以发现:改变粘性系数ν1、ν2 时,算
法2关于时间与空间同时离散的收敛阶均为一阶,
符合收敛性理论。

第五,为了体现 Navier-Stokes/Navier-Stokes
耦合方程及其方法的现实意义,运用算法1求解

Navier-Stokes/Navier-Stokes耦合方程的一个实际

问题,即暗礁问题。区域1表示地面位置,区域2表

示海底位置,这种情况下区域2是非凸的,因此设置

两个区域:

Ω1 = 0,1  × 0,0.1  ,

Ω2 = (x,y):740
(1-(2x-1)sin(7x-3.5))≤y≤0  。

以及Navier-Stokes/Navier-Stokes耦合方程的初始

条件为:

p1 0,x,y  =p2 0,x,y  =cosπx  sinπy  ,

u1,1 0,x,y  =x2 1-x  2 0.1-y  ,

u1,2 0,x,y  =xy(-0.2+y+0.6x-3xy-0.4x2-
      2x2y),

u2,1 0,x,y  =x2 1-x  2 0.1+y  ,

u2,2 0,x,y  =xy(-0.2-y+0.6x+3xy-
      0.4x2-2x2y)。

由于海底位置的流体粘度大于地面位置的粘

度,因此,设置粘度系数ν1=0.05,ν2=0.5,网格剖

分h= 150
。最终给出当T=5,κ=100时数值解在

x、y轴的速度分量图,如图3、图4所示。通过观察

可以发现,该方法是稳定的,不会存在物理震荡。这

说明在实际问题中,海底暗礁的存在会影响流体的

流动。

图3 x轴的速度分量图

Fig.3 x-axiscomponentplotofvelocity
 

图4 y轴的速度分量图

Fig.4 y-axiscomponentplotofvelocity
 

5 结 语

本文针对Navier-Stokes/Navier-Stokes耦合模

型,基于空间非迭代Newton格式,提出了相对应的

时间解耦局部并行方法。
通过解耦区域,剖分子区域网格,确定并行区域

的大小,将 Navier-Stokes/Navier-Stokes耦合方程

转换为各自并行区域上的单一非定常Navier-Stokes
方程进行求解。在空间上运用非迭代Newton格式线

性校正,时间上直接求解广义线性Stokes问题。通

过比较串行算法与并行算法求解耦合方程的求解时

间与误差精度,可以发现:无论是缩小时间歩长,还
是减小网格尺寸,空间非迭代 Newton格式的时间

解耦局部并行算法在取得与串行算法相同精度的情

况下,求解时间明显减少,即收敛速度相对较快。在

一定程度上体现了空间非迭代Newton格式的时间

解耦局部并行方法的高效性,为耦合模型的并行计

算提供了参考。
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