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对流占优扩散反应方程的定制有限点法
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摘要:传统的微分方程数值解方法求解对流占优扩散反应方程时,往往产生数值震荡现象。为了

消除数值震荡,本文结合定制有限点方法(TFPM)构造了一种新的数值算法。该方法基于所求解

问题的局部性质量身构建,能够有效消除对流占优引起的数值不稳定。给出了不同离散形式的稳

定性条件,并通过数值算例验证了解法的高效性。
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Abstract:Usingtraditionalnumericalmethodstosolveconvectiondominateddiffusionreaction
equationsalwayscausesthephenomenonofnumericaloscillations.Toeliminatethenumericalos-
cillations,anewmethodisestablishedbycombiningthetailoredfinitepointmethod(TFPM)in
thispaper.TheTFPMhasbeentailoredbasedonthelocalpropertiesofthesolvedproblem,ef-
fectivelyeliminatingthenumericalinstabilitycausedbyconvectiondominance.Thestabilitycon-
ditionsofdifferentdiscreteformsaregiven,andTFPMishighlyefficientthroughtheverification
ofnumericalexamples.
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  对流扩散方程在工程、物理与应用科学等分支

中具有重要的地位。用于描述多孔介质中多层流体

的流动、油藏模拟问题、沿海盐度扩散及温度扩散等

实际问题。对流占优时,方程的解在边界附近呈现

出薄的过渡层[1],采用经典的有限差分法和有限元

法求解会产生数值震荡。
近年来,对 于 奇 异 扰 动 的 对 流 扩 散 问 题[2],

Kadalbajoo等[3]提出了在时间方向采用隐式Euler
离散,空间方向采用B样条配方法离散的数值方

法。Clavero等[4]提出了基于隐式Euler对时间离

散和Shishkin网格上有限差分进行空间离散的方

法。Rashidinia等[5]提出时间方向采用差分离散,
空间方向采用Sinc-Galerkin离散的方法。此外,最
常见的数值方法还有特征差分法[6]和特征有限元

等。上述方法在一定程度上减弱了方程对流占优时

引起的数值震荡,但算法精度不够高。
本文采用定制有限点方法(TFPM)数值求解对

流占优问题,该方法能有效消除数值伪振荡,且算法

精度高。

TFPM基于局部基函数“量身”构建,最早由

Han等[7]提出,用于数值求解 Hemker问题。随

后,Huang等[8]将 TFPM 用于求解抛物型问题,

Tsai等[9]采用TFPM数值求解Burger方程。
本文第一部分将TFPM与有限差分有效结合,

构造了一种新的高精度算法,用于求解对流占优扩

散方程。第二部分将对流占优扩散反应方程进行指

数变换,对变换后的方程整体采用三角基函数构造

TFPM算法格式。第三部分给出了不同离散格式

的稳定性条件。最后,用数值算例验证了本文算法

的高效性。
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1 对流占优扩散方程的TFPM

考虑如下对流占优扩散反应方程:

ut-εuxx +pux +qu=f, x∈I,t>0
u(x,0)=u0(x), x∈I
u(x,t)=g0(t), x∈∂I,t>

ì

î

í

ïï

ïï 0

(1)

其中Ω=I×(0,T]是有界区域,ε是扩散系数,0<
ε≪1,q=0,p>0是区域Ω 上给定的常数。

取空间步长h>0,时间步长τ>0,节点记为:

xj =jh,0≤j≤M;tn =nτ,0≤n≤N (2)
则网格节点为:

{un
j = (xj,tn),0≤j≤M,0≤n≤N} (3)

在图1模板Ij 上构造形如:

uxx|x=xj =αj-1uj-1+αjuj+αj+1uj+1 (4)
的TFPM离散格式,其中αj-1,αj,αj+1满足某种待

定关系,详见下文。

图1 二阶导数构建模板Ij

Fig.1 StencilIjforconstructsecondderivative
 

假设u(x)在Ij 上可由以下基函数表出:

V =span{ex/ε,e-x/ε} (5)
则在Ij 上函数可表示为:

u(x)|Ij =c1je(x-xj)/ε+c2je-(x-xj)/ε (6)
将其代入αj-1uj-1+αjuj+αj+1uj+1=0,可得:

αj-1(c1je-h/ε+c2jeh/ε)+αj(c1j+c2j)+
αj+1(c1jeh/ε+c2je-h/ε)=0 (7)

即:

αj-1e-h/ε+αj+αj+1eh/ε =0
αj-1eh/ε+αj+αj+1e-h/ε ={ 0

(8)

方程组(8)有无穷多个解,若αj 已知或给定,则求解

方程组得:

αj-1 =αj+1 =- αj

eh/ε+e-h/ε (9)

则模板Ij 上二阶微商的TFPM离散格式:

uxx|x=xj=-
αj

eh/ε+e-h/εuj-1+αjuj-
αj

eh/ε+e-h/εuj+1

(10)
对式(1)分别在单元Ω1,Ω2 构造TFPM显式格式与

隐式格式(见图2~3)。

图2 TFPM在Ω1 上的节点单元

Fig.2 ThereferencemeshpointatalocalcellΩ1forTFPM
 

图3 TFPM在Ω2 上的节点单元

Fig.3 ThereferencemeshpointatalocalcellΩ2forTFPM
 

1.1 显式TFPM
对式(1)构造TFPM显格式(见图2),采用TF-

PM离散扩散项,对流项采用一阶迎风格式,时间方

向采用Euler向前离散,则方程的显式离散式为:

un+1
j -un

j

τ =εαj-1un
j-1+εαjun

j +εαj+1un
j+1-

pun
j -un

j-1

h +fn
j (11)

初始条件和边界条件为u(xj,0)=u0(xj),0≤j≤
M,u(x,tn)=g0(tn),x∈∂I.其中αj-1,αj,αj+1由式

(9)给出。

1.2 隐式TFPM
构造TFPM 隐格式(参见图3),对式(1)采用

TFPM离散扩散项,对流项采用一阶迎风格式,时
间方向采用Crank-Nicolson离散,因:

∂u
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
n+12

j
≈un+1

j -un
j

τ
,

∂2u
∂x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

n+12

j
≈ 12

∂2u
∂x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

n

j
+ ∂2u
∂x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

n+1

[ ]
j

(12)

故可得TFPM隐式离散格式:

un+1
j -un

j

τ = ε (2 αj-1un+1
j-1+αjun+1

j +

αj+1un+1
j+1+αj-1un

j-1+αjun
j +αj+1un

j+ )1 -

p (2
un+1

j -un+1
j-1

h +un
j -un

j-1 )h +fn+12j (13)

将(13)写为矩阵形式:

Aun+1 =Bun +en

u0 =u0, n=0,1,…,N;N = T[ ]{
τ

(14)

系数矩阵A,B分别为:

A=

b0 b1
b2 b0 b1

⋱ ⋱ ⋱
b2 b0 b1

b2 b

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

0 (M-2)×(M-2)

B=

c0 c1
c2 c0 c1

⋱ ⋱ ⋱
c2 c0 c1

c2 c

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

0 (M-2)×(M-2

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

)

(15)

212  西安理工大学学报(2018)第34卷第2期 



b0=1+pτ2h-
ετ
2αj,b1=-ετ2αj+1,b2=-pτ2h-

ετ
2αj-1,

c0=1-pτ
2h+

ετ
2αj,c1=ετ2αj+1,c2=pτ

2h+
ετ
2αj-1,且

αj-1,αj,αj+1由式(9)给出。

2 对流占优扩散反应方程的TFPM

考虑如下对流占优扩散反应方程:
ut-εuxx+pux+qu=f, x∈I,t>0
u(x,0)=u0(x), x∈I
u(x,t)=g0(t), x∈∂I,t>

ì

î

í

ïï

ïï 0

(16)

其中0<ε≪1,p≠0,q≠0是区域Ω 上给定的常数。
对方程进行变换后整体采用TFPM 数值求解。令

u(x,t)=v(x,t)epx/2ε-(p
2/4ε+q)t,则式(16)变换为:

 

vt=εvxx+췍f, x∈I,t>0

v(x,0)=u0(x)e-
px
2ε, x∈I

v(x,t)=g0(t)e-
px
2ε+

p2
4ε+( )q t, x∈∂I,t>

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 0

(17)

其中췍f(x,t)=f(x,t)e-
px
2ε+

p2
4ε+( )q t。令:

ψ(x,t)=v(x,t)-췍f(xj,tn)t (18)
对扩散方程(17)分别在单元Ω1,Ω2 构造TFPM 显

格式(见图2)与隐格式(见图3)。

2.1 显式TFPM
采用TFPM显格式(见图2),令:

ψn+1
j =βj-1ψn

j-1+βjψn
j +βj+1ψn

j+1 (19)
其中ψn

j=ψ(xj,tn)。
选取基函数空间:

V3
I =span{1,e-εtsinx,e-εtcosx} (20)

则:

βj-1+βj+βj+1 =1

βj-1sin(-h)+βj+1sin(h)=0

βj-1cos(-h)+βj+βj+1cos(h)=e-

ì

î

í

ïï

ïï ετ

(21)

解上述方程组得:

βj =e
-ετ -cos(h)
1-cos(h)

, βj-1 =βj+1 = 1-e-ετ

2[1-cos(h)]
(22)

则可得扩散方程(17)的离散显格式:

vn+1
j =βj-1vn

j-1+βjvn
j +βj+1vn

j+1-τ췍fn
j (23)

初始条件和边界条件为:

v(xj,0)=u0(xj)e-
pxj
2ε, 0≤j≤M

v(x,tn)=g0(tn)e-px
2ε+ p2

4ε+( )q tn, x∈∂{ I
(24)

2.2 隐式TFPM
采用TFPM隐格式(见图3),令:

ψn+12j =α1ψn
j-1+α2ψn

j +α3ψn
j+1

ψn+12j =β1ψn+1
j-1+β2ψn+1

j +β3ψn+1
j+

{
1

(25)

将V3
I 中基函数代入上述两式,得:

α1+α2+α3 =1
α1sin(-h)+α3sin(h)=0
α1cos(-h)+α2+α3cos(h)=eετ/

ì

î

í

ïï

ïï 2

(26)

β1+β2+β3 =1,

β1sin(-h)+β3sin(h)=0,

β1cos(-h)+β2+β3cos(h)=e-ετ/

ì

î

í

ïï

ïï 2

(27)

解方程组(26)与(27)可得:

α2 =e
ετ/2-cos(h)
1-cos(h)

,α1 =α3 = 1-eετ/2
2[1-cos(h)]

(28)

β2 =e
-ετ/2-cos(h)
1-cos(h)

,β1 =β3 = 1-e-ετ/2

2[1-cos(h)]
(29)

则扩散方程(17)的离散隐格式为:

β1vn+1
j-1+β2vn+1

j +β3vn+1
j+1 =    

α1vn
j-1+α2vn

j +α3vn
j+1-τ췍fn

j (30)
将式(30)写为矩阵形式:

Avn+1 =Bvn +췍en,n=0,1,…,N

v0 =u0(x)e-px
2{ ε

(31)

其中系数矩阵A,B分别为

A=

β2 β3

β1 β2 β3
⋱ ⋱ ⋱

β1 β2 β3

β1 β

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

2 (M-2)×(M-2)

B=

α2 α3
α1 α2 α3

⋱ ⋱ ⋱
α1 α2 α3

α1 α

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

2 (M-2)×(M-2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

)

(32)

3 稳定性分析

定理1 TFPM显格式(11)条件稳定。
证明:为了证明TFPM显格式(11)满足离散极

大值原理,须验证其系数矩阵对角占优,即:

1+αjετ-pτ
h ≥αj-1ετ+pτ

h +αj+1ετ (33)

结合式(9)可得

αj≥2pτ-h
h

ετ+ 2ετ
eh/ε+e-h/

æ

è
ç

ö

ø
÷

ε (34)

故αj 满足上式时,显格式(11)稳定。
定理2 TFPM隐格式(13)无条件稳定。
证明:根据稳定性分析的矩阵方法,由隐格式

(13)的矩阵格式(14),只需证明C=A-1B 为正规矩
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阵且其Euclid范数小于1即可。

CC*=C*C显然成立,矩阵C的特征值为

λj =
1- pτ

2h-ετ
2αj+ 1+ p

αj+1ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

h
1/2

cos(jπh[ ])

1+ pτ
2h-ετ

2αj+ 1+ p
αj+1ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

h
1/2

cos(jπh[ ])
,

j=1,2,…,M (35)
显然对所有的j上式的绝对值均小于1,故隐格式

(13)无条件稳定。
定理3 TFPM显格式(23)条件稳定。
证明:根据VonNeumann线性稳定性分析,令

振幅函数的误差在子区间(xj-1,xj+1)上为ξ(x,t)

=eζteip(x-xj),其中i= -1为虚数单位,p 为常数,
则对图2中四个参考节点的误差项为:

ξ(vn
j-1)=eζnτe-iph, ξ(vn

j)=eζnτ (36)

ξ(vn
j+1)=eζnτeiph, ξ(vn+1

j )=eζ(n+1)τ (37)
将上述误差项代入(23)式,得增长因子

G=eζτ =βj-1e-iph +βj+βj+1eiph =βj+(βj-1+

βj+1)cos(ph)+i(βj+1-βj-1)sin(ph) (38)
由(22)式与(38)式可得

|G|=|βj+2βj+1cos(ph)|=|1-4βj+1sin2(ph)|
令τ1=ln(cos(h))/ε,当τ<τ1 时增长因子|G|<1,
显格式(23)稳定。

定理4 TFPM隐格式(30)无条件稳定。
证明:根据稳定性分析的矩阵方法,由隐格式

(30)的矩阵格式(31)得G=A-1B 为对称矩阵且其

特征值为

췍λj =α2+2α3cos(jπh)
β2+2β3cos(jπh)

, j=1,2,…,M (39)

经验证|췍λj|<1对所有的j均成立,故隐格式(30)无
条件稳定。

4 数值算例

例1 考虑如下对流占优扩散方程

∂u
∂t-ε

∂2u
∂x2+

∂u
∂x=f

, x∈(0,1),t>0

u(x,0)=u0, x∈(0,1)

u(0,t)=μ1, t>0
u(L,t)=μ2, t>

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 0

(40)

取t∈(0,1),τ=0.01,h=1/M,其中0<ε≪1是扩

散系数,且f,u0,μ1 和μ2 由精确解确定。方程精确

解为u(x,t)=eεt[x+(ex/ε-1)/(e1/ε-1)]。
分别采用4点显式TFPM 格式(11)和6点隐

式格式(13)以 及 文 献[6]中 的 特 征 有 限 差 分 法

(CFDM)数值求解该方程。表1给出了采用显格式

(11)与CFDM 之间最大节点误差之间的比较。表

2给出了隐格式与文献[8]所采用TFPM 格式之间

最大节点误差之间的比较。用ETFPM 表示显式

TFPM离散格式,ITFPM 表示隐式TFPM 离散格

式,FDM为文献[10]中的经典有限差分法。

表1 ETFPM与CFDM最大节点误差比较

Tab.1 ThecomparisonofETFPMandCFDMmaximumnodalerror

对比项 N
对应各ε的误差

10-2 10-4 10-6 10-8

ETFPM
 

8
32
64

2.1897E-007
2.4382E-007
2.4826E-007

2.1752E-011
2.4219E-011
2.4663E-011

1.6653E-015
6.6613E-016
2.6645E-015

8.8818E-016
2.5535E-015
5.5511E-016

CFDM
 

8
32
64

9.1782E-002
2.8857E-001
4.4889E-001

9.9981E-004
3.9851E-003
7.9378E-003

1.0007E-005
4.0005E-005
7.9998E-005

1.0007E-007
4.0006E-007
8.0065E-007

表2 ITFPM与TFPM最大节点误差比较

Tab.2 ThecomparisonofITFPMandTFPMmaximumnodalerror

对比项 N
对应各ε的误差

10-2 10-4 10-6 10-8

ITFPM
 

8
32
64

3.3685E-012
3.4709E-012
1.6372E-012

5.1070E-015
4.6629E-015
3.7748E-015

5.7739E-015
3.6637E-015
3.2180E-015

4.3298E-015
3.3307E-015
2.9960E-015

TFPM
 

8
32
64

1.6499E-002
1.5238E-001
1.3314E-001

1.7622E-006
3.1636E-005
1.2590E-005

3.9035E-009
4.5774E-009
1.2418E-008

4.1023E-011
4.5876E-011
4.7101E-011
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图4 本文算法与差分格式(FDM)的比较

Fig.4 ThecomparisonofTFPMandFDM
 

图5 特征有限差分格式(CFDM)
Fig.5 Characteristicfinitedifferencemethod(CFDM)

 

  

  从图4、图5可以看到,当对流占优时FDM 产

生数值震荡,而本文TFPM 和CFDM 可以很好地

消除数值振荡。又由表1可以看到:本文算法比

CFDM的误差精度高。由表2可以看到:隐式TF-
PM格式比文献[8]所采用TFPM 格式的误差精度

更高,更高效。由此得到结论:本文的TFPM 与传

统的特征有限差分以及文献中TFPM[8]相比,在计

算误差方面具有明显的优势。
例2 考虑如下对流占优扩散反应方程:

ut-ε2uxx +pux +qu=f, x∈I,t>0
u(x,0)=u0, x∈I
u(x,t)=g0, x∈∂I,t>

ì

î

í

ïï

ïï 0
(41)

精确解为u(x,t)=2πεe
(1-π2ε)tsin(πx)

2+e-π
2εtcos(πx)

,取I=(0,

1],t∈(0,1),p=1,q=-1,ε为非负小参数,f,u0,

g0 由精确解决定。
采用4点TFPM显格式(23)数值求解该方程。

此外,为比较本文算法的优劣,与文献[10]中的经典

有限差分法(FDM)进行数值比较。表3给出了不

同参数时两种格式之间的最大节点误差,从实验数

据可以看到本文所构造方法比传统的有限差分法更

有效,误差精度更高。

表3 TFPM与FDM最大节点误差比较

Tab.3 ThecomparisonofTFPMandFDMmaximumnodalerror

对比项 N
对应各ε的误差

10-2 10-4 10-6 10-8

TFPM
 

8
32
64

7.6248E-003
4.2364E-003
3.8352E-003

8.7544E-007
8.5835E-007
4.2518E-007

8.8146E-011
8.6467E-011
4.2976E-011

8.3298E-015
8.2607E-015
4.1390E-015

FDM
 

8
32
64

1.8391E-001
1.8516E-001
1.8516E-001

1.9499E-003
1.9693E-003
1.9703E-003

1.9510E-005
1.9705E-005
1.9716E-005

4.3074E-006
4.1026E-006
4.1053E-006
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