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摘要:由Hilbert空间分次模理论可知,对某个算子双稳定性的刻画可以对该算子不可约性的证明

起到关键性作用。本文从Toeplitz算子Tz+w 的结构出发,利用分次模理论,得到了在一般函数空

间中由Toeplitz算子Tz+w 所诱导的分次模具有双稳定性的结果。
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DoublestabilityofToeplitzoperatorTz+w
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Abstract:ItcanbeknownfromthegradedmoduletheoryinHilbertspacethatthecharacteriza-
tionofdoublestabilityofanoperatorcanplayakeyroleinprovingtheirreducibilityoftheopera-
tor.Inthispaper,beginningwiththestructureofToeplitzoperatorTz+wandusingthetheoryof
gradedmodule,weobtainthefactthatthegradedmoduleinducedbyToeplitzoperatorTz+whas
doublestabilityingeneralfunctionspace.
Keywords:Toeplitzoperator;gradedmodule;doublestability;irreducibility

  在算子理论中,建立代数方法去解决其中的问

题是一种十分重要的手段[1]。结合代数学中的模理

论,Douglas和Paulsen[2]首先引进了 Hilbert模的

概念,之后学者们利用这一新的概念解决了许多算

子问题[3-7]。随后,人们将代数几何和复几何运用到

算子理论中[8]。其中,关于一些算子的约化性问题

更是取得了许多实质性的进展[9]。
我们知道,对算子约化子空间的研究是一个十

分重要的课题,这与vonNeumann代数有着密切联

系。记 H 是 Hilbert空间,T 是H 的有界线性算

子,称闭子空间 M ⊆ H 是T 的约化子空间,如果

TM ⊆M 且T*M⊆M 。而约化子空间往往不能直

接得到,需要建立一些特殊的方法去解决。
近年来,受文献[10~12]的启发,人们发现某些

算子作用在 Hilbert空间上会产生相应的分次结

构,并且这种分次结构会对解决该算子约化性问题

非常的有用。
令 L2a(D2)是 双 圆 盘 D2 上 Bergman 空 间,

Mz+αw 是通过z+αw(α≠0)所诱导的乘法算子。对

每个非负整数n,定义Hn =span{zkwl:k+l=n}。
得到:

L2a(D2)= 􀱇
+�

n=0
Hn (1)

并且有:

Mz+αwHn ⊆Hn+1 和M*
z+αwHn ⊆Hn-1 (2)

通过这一现象,文献[10~11]于2015年成功地

利用分次结构的概念解决了该算子的不可约性问

题,即Mz+αw 是不可约的当且仅当 α ≠1。并且同

样证明了该结果在双圆盘Hardy空间H2(D2)上的

有效性[12]。

2018年,结合上述结果,文献[13]将这种分次

结构与Hilbert模结合,在 Hilbert空间中定义了算

子所诱导的分次模理论,建立了不可约性和稳定性

之间的关系。由于稳定性比不可约性更易于把握,
作者利用该理论完整地解决了乘法算子Mzk 约化子

空间之间的酉等价问题,发现符号为拟齐次多项式
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的乘法算子有一个极小约化子空间,且证明了在

Hardy空间 H2(D2)上符号为z+w 的Toeplitz算

子Tz+w 是不可约的。由此可以看出,该分次模理论

对解决算子的不可约性问题起到十分重要的作用。
本文 在 一 般 函 数 空 间 中 考 虑 Toeplitz算 子

Tz+w,从其结构出发,利用文献[13]中的分次模理

论,成功地得到了由该算子所诱导的分次模具有双

稳定性的结果。
定理2 H2(ω,δ)上的Toeplitz算子Tz+w 是

双稳定的。

1 预备知识

1.1 加权平方可和序列空间

设ω= {ω0,ω1,…,ωn,…}是一个正数序列,f
为形式幂级数:

f(z)=∑
�

n=0
f̂(n)zn (3)

定义范数:

‖f‖2ω =∑
�

n=0
f̂(n)2ωn (4)

定义1 加权平方可和序列空间H2(ω)由满足

‖f‖2ω <+�的形式幂级数f全体组成。
性质1 H2(ω)在范数 ‖·‖ω 下成为一个

Hilbert空间,其标准正交基为
zn

ωn  
+�

n=0

。

当ωn =1、ωn = 1
n+1

、ωn =n+1时,H2(ω)

分别为经典单位圆盘上的 Hardy空间、Bergman空

间以及Dirichlet空间。
此外,设δ= {δ0,δ1,…,δn,…}是另一个正数

序列,对形式幂级数:

f(z,w)= ∑
�

n,m=0
an,mznwm (5)

定义范数 ‖f‖2ω,δ = ∑
�

n,m=0
ωnδm an,m

2 。

定义2 加权平方可和函数空间H2(ω,δ)由满

足 ‖f‖2ω,δ < �的形式幂级数f全体组成。
性质2 H2(ω,δ)在范数 ‖·‖ω,δ 下成为一

个Hilbert空间,其标准正交基为
znwm

ωnδm  
+�

m,n=0

。

设p(z)是一个形式幂级数,在 H2(ω)上部分

地定义一个算子为:
(Mpf)(z)=p(z)f(z) (6)

其乘法是形式幂级数乘法。
定义3 Mp 被称为符号为p 的乘法算子。
性质3 对任意多项式p,Mp 是H2(ω)上的稠

定线性算子。
注:若对任意的多项式p,Mp 是H2(ω)上的有

界线性算子当且仅当乘法算子Mz 是H2(ω)上的有

界线性算子,也就是当且仅当sup
n

ωn+1

ωn
< �。

同样,Mw 在H2(δ)上为有界线性算子当且仅

当sup
n

δn+1

δn
< �。

定义4  若 p 是 一 个 形 式 幂 级 数,Mp 是

H2(ω)上的稠定线性算子,符号为p
- 的Toeplitz算

子Tp- 定义为:

Tp- =M*
p (7)

即Mp 的共轭。
此后,将在加权平方可和序列空间 H2(ω,δ)中

研究有界Toeplitz算子Tz+w =Mz+M*
w 。

1.2 分次S-模
在介绍分次S-模之前,先引进一些简单记号和

概念。
定义5 设 H 是一个 Hilbert空间,A 和B 是

H 上有界线性算子,A 和B 的换位子 [A,B]是指:
[A,B]=AB-BA (8)

现令A =T*
z+w,B=Tz+w,其换位子为:

C= [T*
z+w,Tz+w]=T*

z+wTz+w -Tz+wT*
z+w (9)

通过计算可得:

Cznwm = (φ(n)-ψ(m))znwm (10)
其中n,m∈ ℤ+,且:

φ(n)= �[ω.+1

ω.
](n)

ψ(m)= �[δ.+1

δ.
](m)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (11)

这里 �是通过:
�[f](n)=f(n)-f(n-1) (12)

所定义的向后差分算子,且补充定义 �[f](0)=
f(0)。

在继续引进定义之前,先介绍一些符号。设

A是Hilbert空间 H 的一族有界线性算子,F 是H
的任意子集,记 [F]是通过F 所生成的闭子空间,
定义AF 为:

AF= [{Af:A∈A,f∈F}] (13)
定义6 令T 是 Hilbert空间 H 上的一个有

界线性算子,对每个整数n∈ ℤ,定义:

Sn = ∏
N

k=1
T*jkTik,ik,jk ∈ ℤ+:∑

N

k=1

(ik-jk)=n  
(14)

其中ℤ+ 是非负整数全体。注意允许ik=jk=0,
因此I∈S0 。它有一个关键的性质:SmSn⊆Sm+n,
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m,n∈ ℤ 。
此时,可以看到在 Hilbert空间 H 上一个有界

线性算子T 所产生的约化子空间与其S-运算之间

的关系。若M 是H 的闭子空间,M 是T 的约化子

空间当且仅当SnM⊆M 。且T在H 上不可约当且

仅当其约化子空间只有0和 H 。
同时,如果F 是H 的一个子集,则通过F 产生

T 的约化子空间就等同于 [∨n∈ℤSnF]。若Sn
TF 彼

此相互正交,则有[∨n∈ℤSnF]=􀱇n∈ℤSnF,且有对

任意n,m∈ ℤ,Sm(SnF)⊆Sm+nF。
由上述现象可定义分次S-模。
定义7 取定T,称一个 Hilbert空间 H 是分

次S-模,如果有:

H = 􀱇
+�

n=-�
Hn (15)

且

SnHm ⊆Hn+m,n,m∈ ℤ (16)
其中 Hn 是H 的闭子空间。
此后,当H 称为分次S-模时,这意味着H 有一

个齐 次 分 解 (式 (15))。现 进 一 步 假 设 n0 =
inf

n
{niHn ≠0},n1 =sup

n
{niHn ≠0}。

如下新的定义扩展了文献[13]中的稳定性

概念。
定义8 称分次S-模 H 是稳定的,如果对每

个整数n≥n0 和非负整数m,成立SmHn =Hn+m 。
称分次S-模 H 是反向稳定的,如果对每个整数

n≤n1 和非负整数m,还成立S-mHn = Hn-m 。既

稳定又反向稳定的分次S-模就被称为是双稳定的,
此时称T 是双稳定的。

定理1 若分次S-模是不可约的,则 H 是双

稳定的。
证明:
由文献[13]可得,若分次S-模是不可约的,H

是稳定的。接下来只需证明若分次S-模是不可约

的,H 是反向稳定的。
取 H*

n =H-n,Sn
* =S-n,则有:

H = 􀱇
+�

n=-�
H*

n (17)

且

Sm
*H*

n =S-mH-n ⊆H-n-m =H*
n+m,n,m∈ ℤ

(18)
于是在该新的结构下 H 也是分次S-模。因为

H 依然不可约,于是 H 还是稳定的,此时对任意

n≤n1 =sup
n
{niHn ≠0}和m≥0,有:

S-mHn =Sm
*H*

-n =H*
-n+m =H-n+m (19)

于是 H 是反向稳定的。
证毕。
由上述定理可以看出,刻画Toeplitz算子Tz+w

的 双 稳 定 性,对 得 到 其 不 可 约 性 的 重 要 性。

Toeplitz算子Tz+w 作用于Hilbert空间H2(ω,δ)上
可以使得 H2(ω,δ)成为一个分次S-模,其中:

Hn = [{zkwl:k-l=n}] (20)
接下来,将证明由Toeplitz算子Tz+w 所诱导的

该分次S-模具有双稳定性。

2 定理的证明

先证明如下引理,这是关于判断 Hilbert空间

中两个具有相似结构的子空间相等性的结果。
引理1 假设 H 是 Hilbert空间,{f1,f2,…}

是 H 的一组正交基。令:

H1 = [f1+f2,f2+f3,…] (21)
和

H2 = [λ1f1+λ2f2,λ2f2+λ3f3,…] (22)
其中λ1,λ2,… 是复数。则有:

a)dim(H 􀱉H1)≤1;

b)H =H1 当且仅当∑
+∞

i=1

1
‖fi‖2 =+�;

c)H = H2 当且仅当λi ≠0,i=1,2,… 且

∑
+∞

i=1

1
‖λifi‖2 =+�;

d)存在某个H 使得对所有λi≠0且有H1≠H2;

e)如果H≠H1,则H1=H2当且仅当0≠λ1=
λ2 = … ;

f)如果 H ≠H1,则 H1+H2 = H 当且仅当

H2 ≠H1 且 H2 ≠0。
证明:

令ei = fi

‖fi‖
,i=1,2,…,则 {e1,e2,…}是

H 的 标 准 正 交 基。取 f ∈ H 􀱉 H1 且 记 f =

∑
+∞

k=1
ckek,则对任意整数i>0,有:

0= <f,fi+fi+1>=ci‖fi‖+ci+1‖fi+1‖
(23)

因此, ci +∞
i=1完全被c1唯一确定,于是dim(H􀱉

H1)≤1。a)得证。
可取 d 使 得 对 任 意 整 数i > 0 有 d =

ci ‖fi‖ 。由于f∈H,有:

∑
+∞

k=1
ck

2 <+� (24)

将d代入式(24)得:
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∑
+∞

k=1

d2
‖fk‖2 <+� (25)

如果∑
+∞

i=1

1
‖fi‖2 <+�,可取ci =

(-1)i
‖fi‖

,从

而有f≠0且H ≠H1 。如果∑
+∞

i=1

1
‖fi‖2 =+�,

则d为0,从而f=0。因此 H =H1 。b)得证。
对于c),如果存在某个λi =0,则ei⊥H2,因

此H≠H2 。由此可以看出,如果所有λi≠0,则c)
的结果是b)的一个推论。

对于d),考虑:

K1 = [e1+e2,e2+e3,…] (26)

  和

K2 = [e1+2e2,2e2+3e3,…] (27)

  则由b),有 H =K1 。由c),有 H ≠K2 。
对于e),如果部分显然。对于仅当部分,已知

dim(H 􀱉H1)=1且g=∑
+∞

i=1

(-1)i
‖fi‖

ei∈H􀱉H1。

若 H1=H2 则g⊥H2 。对于任意整数i>0,有:

0= <g,λifi+λi+1fi+1>= (-1)iλi+(-1)i+1λi+1

(28)
由于 H1 ≠0,可得0≠λ1 =λ2 = … 。
对于f),若 H ≠ H1,由 H1+H2 = H 可得

H2 ≠0,假设 H1 = H2,则有 H = H1 矛盾。此

外,如果H1≠H2且H2≠0,由H1的余一维性质,
可得 H1+H2 =H 。

证毕。
开始证明定理2。
定理2的证明:
由于 Tz+w 的共轭是Tz-+w,且在 H2(δ,ω)上

Tz+w 的酉等价于H2(ω,δ)上的Tz-+w,因此只需证

明通过Tz+w 所诱导的分次S-模 H2(ω,δ)是稳定

的。由分解:

H2(ω,δ)= 􀱇
+�

n=-�
Hn (29)

当n≥0,Hn =[{zn+kwk:k∈ℤ+}],此时可证

得S1Hn =Hn+1 。
当n<0,Hn = [{zkwk-n:k∈ ℤ+}],令C=

[T*
z+w,Tz+w],考虑CTz+wHn 。有四种情况:

a)Hn+1 =Tz+wHn;

b)Hn+1≠Tz+wHn,CTz+wHn≠0,CTz+wHn≠
Tz+wHn;

c)Hn+1 ≠Tz+wHn,CTz+wHn =Tz+wHn;

d)CTz+wHn =0。
显然,对于S1Hn =Hn+1,以上四种情况包含了

所有可能。
对于a),S1Hn =Hn+1 成立。
对于b),由引理1a)可知:

dim(Hn+1 􀱉Tz+wHn)=1 (30)
且CTz+wHn ≠0和CTz+wHn≠Tz+wHn,从而有:

Tz+wHn +CTz+wHn =Hn+1 (31)
因此S1Hn =Hn+1 成立。
令 Hn+1 =[{zkwk-n-1:k∈ ℤ+}],对于c),由:

Tz+wHn =[{z
kwk-n-1

δk-n-1
+zk+1wk-n

δk-n
:k∈ℤ+}](32)

和

CTz+wHn=[{(φ(k)-ψ(k-n-1))z
kwk-n-1

δk-n-1
+

(φ(k+1)-φ(k-n))z
k+1wk-n

δk-n
:k∈ ℤ+}]

(33)
并通过引理1e),可得到一系列等式:

φ(k+1)-ψ(k-n)=φ(k)-ψ(k-n-1)
(34)

其中k∈ ℤ+ 。记Δ 为相同的值,则Δ≠0且

φ(k)=Δ+ψ(k-n-1),k∈ℤ+ 。注意,Δ=0即d)。
又因为:

ωk+1

ωk
=φ(k)+φ(k-1)+…+φ(0) (35)

可得:

ωk+1

ωk
+h(n)= (k+1)Δ+ δk-n

δk-n-1
(36)

其中:

h(n)=
0, n=-1
δ-n-1

δ-n-2
, n<-1 (37)

若Δ≠0,则 ωk+1

ωk  
+∞

k=0
是无界的,而这与Mz 的

有界性矛盾。
对于d),Δ=0,此时重新记式(36)为:

δk-n

ωk+1
=δk-n-1

ωk
+h(n)δk-n-1

ωk+1
(38)

令f(k)=δk-n-1

ωk
,g(k)=h(n)δk-n-1

ωk+1
,则:

f(k)=f(0)+s(k) (39)
其中:

s(k)=
0, k=0

∑
k-1

i=0
g(i),k>0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (40)

然而,f(k)≥f(0),得:

lim
k→�
inff(k)≥f(0)≠0 (41)
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这 个 导 致 ∑
+∞

k=0
f(k)=+ �。 又 1

f(k) =

‖zkwk-n-1

δk-n-1
‖
2
,则 通 过 引 理 1b),有 Hn+1 =

Tz+wHn,定理2得到证明。

3 结 语

对于定理2的应用,在文献[13]中证明 Hardy
空间 H2(D2)上的Toeplitz算子Tz+w 的不可约性

时,是先证明它的双稳定性,然后利用双稳定性证明

每个单项式都是生成元,最后使用巧妙的技巧证明

每个解析函数都是生成元,从而完成证明。
由此可知,对于一般的 H2(ω,δ)空间,要从双

稳定性达到不可约性,还需要关于单生成元的结果,
后续将就这个问题继续进行讨论

最近,关 于 分 数 阶 算 子 的 模 型 有 很 多 新 进

展[14-15],这些模型和研究的典型问题将为分次模理

论的研究提供一些新的思路。
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