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求解含对数势和变流动系数的Cahn-Hilliard-Hele-Shaw
系统的解耦有限元方法

郭亚瑜,贾宏恩
(太原理工大学 数学学院,山西 太原030024)

摘要:本文提出了一种解耦方法用来求解含对数势和变系数的Cahn-Hilliard-Hele-Shaw系统。
在时间上采用基于对能量泛函的凸分裂进行离散,空间上利用混合有限元方法进行离散。通过一

种压力投影算法更新Darcy方程中的压力梯度,使得在每一个时间步上只需要求解一个Possion
方程。对于对数势,利用正则化方法,将自由能密度函数的定义域进行延拓。并证明了格式的稳定

性。最后给出了一系列的数值算例来验证理论分析。
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AdecouplingmethodforsolvingCahn-Hilliard-Hele-Shawsystemwith
logarithmicpotentialandvariablemobility

GUOYayu,JIAHongen
(CollegeofMathematics,TaiyuanUniversityofTechnology,Taiyuan030024,China)

Abstract:Inthispaper,adecouplingofthemixedfiniteelementmethodforsolvingCahn-
Hilliard-Hele-Shawsystem withlogarithmicpotentialandvariablemobilityisproposed.The
temporaldiscretizationoftheCahn-Hilliardequationisbasedonaconvex-splittingoftheenergy
functionalwiththemixedfiniteelementmethodusedinspace.Byusingthepressureprojection
technique,thepressuregradientisupdatedinDarcyequationsothatateachtimestepwejust
needtosolveaPossionequation.Forthelogarithmicpotential,wemakethedomainfortheden-
sityfunctionoffreeenergy,whichisextendedbyusingtheregularizationprocedure.Further,

thestabilityoftheproposedmethodsareestablished.Finally,numericalexperimentsareconduc-
tedtoillustratethetheoreticalanalysis.
Keywords:logarithmicpotential;Cahn-Hilliard-Hele-Shawsystem;variablemobility;decou-

pling

  Cahn-Hilliard-Hilliard-Shaw(CH-HS)系统是

数学物理中非常重要的模型。它可由在 Hele-Shaw
元胞中的 Cahn-Hilliard-Navier-Stokes(CH-NS)方
程[1-2]简化而得,关于CH-HS的算法和背景可参考

文献[3-4]。对于求解含多项式势的CH-HS系统,在
文献[5]中提出了有限差分方法;在文献[6]中提出了

间断Galerkin方法;在文献[7]中提出了无条件稳定

的解耦方法,还有一些相关的研究可参见[8-10]。
但是对于含对数势的CH-HS系统,在文献[11]中只

给出了对弱解正则性的证明,并没有相应的数值方

法。本文通过解耦的有限元方法,对于含变流动系

数和对数势CH-HS系统的进行了相关的研究。
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1 模型的建立

1.1 CH-HS模型

在 Hele-Shaw 元 胞 中 的 两 相 不 可 压 缩 流 由

Cahn-Hilliard-Hele-Shaw(CH-HS)方程描述:

∂tϕ+�·(ϕu)=
1
Pe

�·(m(ϕ)�μ) ΩT∶=Ω×(0,T]

μ=f(ϕ)-ε2Δϕ ΩT

u=-(�p+γ
εϕ �μ) ΩT

�·u=0 ΩT

ϕ(t=0)=ϕ0 ΩT

∂nϕ =∂nμ=0,u·n=0 ∂Ω×(0,T]

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1)
式中:Pe表示扩散的Peclet数;Ω⊂R

2
为开多边形

或多面体区域;∂Ω为满足Lipschitz条件的边界;n
是∂Ω上的外法向量;ϕ代表浓度;u代表速度;p表

示压强;γ和ε都是正数;m(ϕ)表示流动系数,满足

假设:0<m1≤m(ϕ)≤m2,这里m1,m2为正常数。
含对数势的自由能密度函数[12]定义如下:

F(ϕ)=
θ
2
((1+ϕ)ln(1+ϕ)+

(1-ϕ)ln(1-ϕ))+
1
2
(1-ϕ2) ϕ∈(-1,1)

(2)

式中θ<1。

1.2 正则化问题

根据Elliott和Luckhaus关于对对数势的正则

化思想[13],用二元连续可微函数F
∨
(ϕ)来代替自由

能F(ϕ):

F
∨
(ϕ):=

θ
2
(1+ϕ)ln(1+ϕ)+

θ
4κ
(1-ϕ)2+

θ
2
(1-ϕ)lnκ-θκ

4+12
(1-ϕ2) ϕ≥1-κ

F(ϕ) |ϕ|<1-κ
θ
2
(1-ϕ)ln(1-ϕ)+

θ
4κ
(1+ϕ)2+

θ
2
(1+ϕ)lnκ-θκ

4+12
(1-ϕ2) ϕ≤-1+κ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(3)

式中κ∈ (0,1)。其导数为:

f
∨
(ϕ)=

θ
2ln
(1+ϕ)+

θ
2-θ

2κ
(1-ϕ)-

θ
2ln
(κ)-ϕ  ϕ≥1-κ

θ
2
(ln(1+ϕ)-ln(1-ϕ))-ϕ  |ϕ|<1-κ

-θ
2ln
(1-ϕ)-

θ
2+θ

2κ
(1+ϕ)+

θ
2ln
(κ)-ϕ  ϕ≤-1+κ

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(4)

  因此,在接下来的分析中,分别用F
∨
和f

∨
来代替

原来的自由能密度函数F 和其导数f,为了方便,
在下文中,我们省略符号 ∨ 。二元流体中含对数势

的能量泛函定义为:

E(ϕ)=γ∫Ω

ε
2|�ϕ|2+1εF(ϕ)  dx

(5)
可以发现CH-HS系统(1)是能量耗散的:

dE
dt =-γ

Pe
·1
ε∫Ω

m(ϕ)|�μ|2dx-∫Ω
|u|2dx≤0

(6)
并且是质量守恒的,即 (ϕ(·,t),1)= (ϕ0,1),

其中 (·,·)表示在Ω上标准的L2 内积。

2 离散格式

2.1 半离散格式

CH-HS系统的变分形式为如下:

(∂tϕ,w)+(�·(ϕu),w)+(
1
Pe
(m(ϕ)�μ),�w)=0 ∀w∈H1(Ω)

(μ,ν)-(f1(ϕ)-(f2(ϕ),ν)-(ε2 �ϕ,�ν)=0 ∀ν∈H1(Ω)

(�p+γ
εϕ �μ,�q)=0 ∀q∈H1(Ω)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(7)

这里f(ϕ)=f1(ϕ)-f2(ϕ),f2(ϕ):=ϕ,且:

f1(ϕ):=

θ
2ln
(1+ϕ)+

θ
2-θ

2κ
(1-ϕ)-

θ
2ln
(κ) ϕ≥1-κ

θ
2
(ln(1+ϕ)-ln(1-ϕ)) |ϕ|<1-κ

-θ
2ln
(1-ϕ)-

θ
2+θ

2κ
(1+ϕ)+

θ
2ln
(κ) ϕ≤-1+κ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(8)
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  令0=t0<t1<…<tN =T为[0,T]上的一

致划分,τ=ti-ti-1 ,i=1,2…N ,其中N 为一个

正整数。CH-HS系统的半离散格式为求解ϕn+1,

μn+1,pn+1 ,使得:

(ϕ
n+1-ϕn

τ
,w)-(ϕnun+1,�w)+ 1Pe

(m(ϕn)�μn+1,�w)=0 ∀w∈H1(Ω)

(μn+1,ν)-(f1(ϕn+1)-f2(ϕn),ν)-ε2(�ϕn+1,�ν)=0 ∀ν∈H1(Ω)
(�(pn+1-pn),�q)= (un+1,�q) ∀q∈H1(Ω)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(9)

式中:

un+1 =-(�pn +γ
εϕn �μn+1) (10)

由f'1(ϕ)>0,f'2(ϕ)=1>0,知F(ϕn+1)-
F(ϕn)≤ f1(ϕn+1)-f2(ϕn)  (ϕn+1-ϕn)。

事实上,速度un+1 在式(9)中为中间速度,速度

的校正可以由类似于Navier-Stokes方程的压力增

量投影技术来获得。真实的速度u~n+1 可以由中间

速度得到,且满足:

u~n+1-un+1 =-(�pn+1-�pn),�·u
~
n+1 =0

(11)
结合式(10)与式(11),将获得Darcy方程。再

利用散度算子,可以将真实的速度u~n+1 消除,有
�·un+1 = �·(�pn+1-�pn)。

2.1 全离散格式

令Th = {K}为Ω上规则且拟一致的三角剖

分,其中h=max
K∈Th

(diamK)。

对于任意的正整数r,定义Mh ={vh∈C(Ω):

|vh|K ∈Pr, ∀ K∈Th}⊂H1(Ω),这里Pr 为

阶数不超过r的多项式空间。
再定义L20(Ω):= {ϕ∈L2(Ω):(ϕ,1)=0},

Mh

°
:=Mh ∩L20(Ω)。

CH-HS系统的全离散格式如下:∀ ∈ (wh,

vh)∈Mh×Mh ,qh∈Mh

°
,求解(ϕn+1

h ,μn+1
h ,pn+1

h )∈

Mh ×Mh ×Mh

°
,使得:

(ϕ
n+1
h -ϕn

h

τ
,wh)+(ϕn

h·(�pn
h +γ

εϕn
h �μn+1

h ),�wh)+ 1Pe
(m(ϕn

h)�μn+1
h ,�wh)=0

(μn+1
h ,νh)-(f1(ϕn+1

h )-f2(ϕn
h),νh)-ε2(�ϕn+1

h ,�νh)=0

(�pn+1
h +γ

εϕn
h �μn+1

h ,�qh)=0.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(12)

3 稳定性分析

定理1 定义un+1
h =-(�pn

h +γ
εϕn

h �μn+1
h ),且

令 (ϕn+1
h ,μn+1

h ,pn+1
h )为格式(12)的解,则对于任意的

τ,h,ε>0,满足修正的能量法则:

(E(ϕn+1
h )+τ

2‖
�pn+1

h ‖2)-(E(ϕn
h)+τ

2‖
�pn

h‖2)

≤-τ
2 ‖

�un+1
h ‖2-τγ

εPe‖ m(ϕn
h)�μn+1

h ‖
2
-εγ
2.

‖ �(ϕn+1
h -ϕn

h)‖2. (13)
证明:由定义

un+1
h =-(�pn

h +γ
εϕn

h �μn+1
h ) (14)

全离散格式(12)可以重写为:

(ϕ
n+1
h -ϕn

h

τ
,wh)-(ϕn

hun+1
h ,�wh)+1Pe

(m(ϕn
h)�μn+1

h ,

�wh)=0 (15)
(μn+1

h ,vh)- (f1(ϕn+1
h )-f2(ϕn

h),vh)-ε2(�ϕn+1
h ,

�vh)=0 (16)
(�pn+1

h -�pn
h,�qh)= (un+1

h ,�qh) (17)

在式(15)和式(16)中分别取 wh =τμn+1
h ,νh =-

(ϕn+1
h -ϕn

h),由(a-b,2a)=|a|2-|b|2+|a-b|2 得:

(ϕn+1
h - ϕn

h,μn+1
h )- τ(ϕn

hun+1
h , �μn+1

h )+ τ
Pe
·

‖ m(ϕn
h)�μn+1

h ‖
2
=0 (18)

-(μn+1
h ,ϕn+1

h -ϕn
h)+(f1(ϕn+1

h )-f2(ϕn
h),ϕn+1

h -ϕn
h)+

ε2
2
(‖ �ϕn+1

h ‖2-‖ �ϕn
h‖2+‖ �(ϕn+1

h -ϕn
h)‖2)=0

(19)
结合式(18)~(19)得:
(f1(ϕn+1

h )-f2(ϕn
h),ϕn+1

h -ϕn
h)-τ(ϕn

hun+1
h ,�μn+1

h )+
τ
Pe ‖ m(ϕn

h)�μn+1
h ‖

2
+ ε2
2
(‖ �ϕn+1

h ‖2 -

‖ �ϕn
h‖2+‖ �(ϕn+1

h -ϕn
h)‖2)=0 (20)

将 (F(ϕn+1
h )-F(ϕn

h),1)≤ (f1(ϕn+1
h )-f2(ϕn

h))·
(ϕn+1

h -ϕn
h)代入式(20),可得:

(F(ϕn+1
h )-F(ϕn

h),1)-τ(ϕn
hun+1

h ,�μn+1
h )+

τ
Pe
·‖ m(ϕn

h)�μn+1
h ‖

2
+ε2
2
(‖ �ϕn+1

h ‖2-
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‖ �ϕn
h‖2+‖ �(ϕn+1

h -ϕn
h)‖2)≤0 (21)

将式(21)乘以 γ
ε
,并利用定义E(ϕ),得:

E(ϕn+1
h )-E(ϕn

h)-τγ
ε
(ϕn

hun+1
h ,�μn+1

h )≤-τγ
εPe

·

‖ m(ϕn
h)�μn+1

h ‖
2
-γε
2 ‖

�(ϕn+1
h -ϕn

h)‖2

(22)
将式(14)与τun+1

h 作内积,得:

τ‖un+1
h ‖2+τ(�pn

h,un+1
h )=-τγ

ε
(ϕn

h �μn+1
h ,un+1

h )

(23)
在式(17)中取qh =τpn

h ,并利用等式 (a-b,2b)=
|a|2-|b|2-|a-b|2 ,得:

τ
2
(‖ �pn+1

h ‖2-‖ �pn
h‖2-

‖ �(pn+1
h -pn

h)‖2)=τ(�pn
h,un+1

h ) (24)
将式(22)~(24)结合,得:

E(ϕn+1
h )-E(ϕn

h)+τ
2
(‖ �pn+1

h ‖2-‖ �pn
h‖2-

‖ �(pn+1
h -pn

h)‖2)+‖un+1
h ‖2 ≤-τγ

εPe
·

‖ m(ϕn
h)�μn+1

h ‖
2
-γε
2 ‖

�(ϕn+1
h -ϕn

h)‖2 (25)

再在式(17)中取qh =pn+1
h -pn

h ,并同乘 τ
2
,得:

τ
2 ‖

�(pn+1
h -pn

h)‖2 = τ
2
(�(pn+1

h -pn
h),un+1

h )

(26)
利用Cauchy-Schwarz不等式,可知:

τ
2 ‖

�(pn+1
h -pn

h)‖2 ≤τ
2 ‖u

n+1
h ‖2 (27)

将 式 (25)与 式 (27)相 加,有:(E(ϕn+1
h )+ τ

2

‖ �pn+1
h ‖2)-(E(ϕn

h)+ τ
2
·‖ �pn

h‖2)≤- τ
2

‖ �un+1
h ‖2 - τγ

εPe
· ‖ m(ϕn

h)�μn+1
h ‖

2
- εγ
2

‖ �(ϕn+1
h -ϕn

h)‖2 (28)
证毕。

4 数值算例

利用数值算例来验证本文中所提出格式的有效

性。由于不容易找到CH-HS系统的精确解,我们

通过粗细网格对比来获得误差eh
ϕ:=ϕh(x,T)-

ϕ
h
2(x,T),收敛阶log2(‖eh

ϕ‖/‖eh/2
ϕ ‖)。

在区域 [0,1]×[0,1]上考虑CH-HS问题,初
值取为:

ϕ0 =0.24·cos(2πx)cos(2πy)+
0.4·cos(πx)cos(3πy) (29)

边界条件为:

∂nϕ =∂nμ=0,u·n=0 (30)
令依赖于浓度的变系数函数为:

m(ϕ)= (1+ϕ)2(1-ϕ)2+ε2 (31)
其余参数分别为:Pe=20,θ=0.5,ε=0.05,γ=
0.005,κ=0.01,τ=0.0001,T=0.2。

表1~4呈现了对于所提格式利用不同的有限

元计算的数值结果。
从表1~2可知,利用P1 有限元计算,ϕ,p 分

别在L2 范数下可以达到二阶精度,在 H1 范数下可

以达到一阶精度。
从表3~4可知,利用P2有限元计算,ϕ,p分别

在L2 范数下可以达到三阶精度,在 H1 范数下可以

达到二阶精度。

表1 利用P1 有限元计算的L2 范数下的数值结果

Tab.1 NumericalresultsinL2normbyusingP1finiteelement

h h
2 ‖eh

ϕ‖L2 Rate ‖eh
p‖L2 Rate

1
16

1
32 0.00453128 7.51725e-005

1
32

1
64 0.00117412 1.94834 2.15162e-005 1.80478

1
64

1
128 0.00030097 1.96388 5.67111e-006 1.92372

1
128

1
256 7.60462e-005 1.98467 1.44808e-006 1.96949
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表2 利用P1 有限元计算的 H1 范数下的数值结果

Tab.2 NumericalresultsinH1normbyusingP1finiteelement

h h
2 ‖eh

ϕ‖H1 Rate ‖eh
p‖H1 Rate

1
16

1
32 0.448547 0.00498797

1
32

1
64 0.225946 0.989278 0.00309416 0.688902

1
64

1
128 0.113055 0.99895 0.00162084 0.932806

1
128

1
256 0.0562605 1.00684 0.000817747 0.987017

表3 利用P2 有限元计算的L2 范数下的数值结果

Tab.3 NumericalresultsinL2normbyusingP2finiteelement

h h
2 ‖eh

ϕ‖L2 Rate ‖eh
p‖L2 Rate

1
16

1
32 0.000162887 5.62768e-006

1
32

1
64 1.75268e-005 3.21623 4.76724e-007 3.56131

1
64

1
128 2.04526e-006 3.09921 4.7351e-008 3.33169

1
128

1
256 2.27957e-007 3.16545 4.93987e-009 3.26085

表4 利用P2 有限元计算的 H1 范数下的数值结果

Tab.4 NumericalresultsinH1normbyusingP2finiteelement

h h
2 ‖eh

ϕ‖H1 Rate ‖eh
p‖H1 Rate

1
16

1
32 0.0436819 0.00162065

1
32

1
64 0.0104643 2.06156 0.000306004 2.40495

1
64

1
128 0.00254596 2.0392 6.2375e-005 2.29451

1
128

1
256 0.000615858 2.04754 1.36844e-005 2.18844

  定义CH-HS的离散能量为:

E(ϕn+1
h )=

γ∫Ω

ε
2|�ϕn+1

h |2+1εF(ϕn+1
h )  dx (32)

  修正后的能量为:

Eapp(ϕn+1
h )=

E(ϕn+1
h )+τ

2||�pn+1
h ||2 (33)

  取参数τ=0.001,T=1,其余参数与表1中

的相同。
图1表示了能量的稳定性质。

图1 能量变化图

Fig.1Evolutionofenergy
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5 结 论

1)区别于传统的多项式势的研究,研究对数

势,对于对数势的处理,采用与含对数势的Cahn-
Hilliard方程类似的正则化方法,并给出了相应的

稳定性分析。

2)分别利用P1 有限元和P2 有限元,进行数值

模拟,得到了相应的精度。在未来的研究中,可以结

合多重网格方法进行处理,进一步节省计算时间。
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