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摘要:熵是度量时间序列混沌、随机性与复杂性的重要指标。基于分数阶微积分理论及熵理论,文

章首次给出一类分数阶熵算法,并应用于标准正态分布与泊松分布随机变量。进一步提出分数阶

近似熵算法,它是一个新的熵定义与算法,将其应用到经典混沌系统———Logistic系统与Hénon系

统,通过与分岔图、李雅普诺夫指数谱作比对,表明分数阶近似熵算法能很好地度量周期轨道与混

沌序列。最后,给出分数阶近似熵算法的程序代码。
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Abstract:Entropyisanimportantindexformeasuringthechaos,randomnessandcomplexityof
timeseries.Basedonthetheoryoffractionalcalculusandentropy,akindoffractionalentropyis
firstlydefinedandanalyzed,whichisappliedtotherandomvariablesofthestandardnormaldis-
tributionandthePoissondistribution.Furthermore,thefractional-orderapproximateentropyal-
gorithmisproposed,whichisanewdefinitionofandalgorithmforentropy.Itissuccessfullyap-
pliedtotheclassicalchaoticsystems—LogisticsystemandHénonsystem.Bycomparingwiththe
bifurcationdiagramandLyapunovexponentspectrum,thefractional-orderapproximateentropy
algorithmcanbettermeasureperiodicorbitsandchaoticsequences.Finally,theprogramcodesof
thefractional-orderapproximateentropyalgorithmaregiven.
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  熵是衡量系统宏观结构中随机性或无序程度的

一个量[1],熵是宏观量,是系统大量微观粒子集体表

现的性态。分析个别微观粒子的熵没有意义。有关

熵的定义与算法有很多,如香农熵、Tsallis熵、Re-
nyi熵、近似熵、样本熵、谱熵、Kolmogorov-Sinai熵

等,都得到了广泛的应用[1-7]。香农熵是基础,其它

熵的定义大多是由香农熵引申推广而来。在应用于

混沌系统时,熵可以是系统混沌程度的一种度量,熵
值越大,系统轨道的随机性与混沌程度越强,系统表

现出来的性态越复杂。
分数阶微积分理论及应用最近三十年发展迅

速,它与整数阶微积分有着同样悠久的历史[8-11]。

分数阶导数的定义有很多种,目前尚未形成统一形

式,其 中 经 典 的 有 Riemann-Liouville 左 侧 导 数

RLDα
af(x)= 1

Γ(n-α)
dn
dxn∫

x

a
(x-ξ)n-α-1f(ξ)dξ,x≥a、

Caputo左侧导数CDα
af(x)=

1
Γ(n-α)∫

x

a
(x-ξ)n-α-1

dn

dξnf(ξ)dξ,x≥a

和 Grünwald-Letnikov 分 数 阶 导 数 GL
t0D

α
tf(t)=

lim
h→0

1
h∑

[
t-t0
h
]

j=0

(-1)j
α
j  f(t-jh)等等。除了这些定义之

外,还有Hadamard定义、Riesz定义、Weyl定义等[8-10],并
且,一些新的分数阶导数与积分定义还在不断涌现,这些
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定义都有各自的适用范围,各有优势与不足。
混沌、分岔与分形是非线性动力学的三个重要

研究方向[11-16],其中对混沌的判定与度量是非常重

要的内容。如何刻画一个系统是处于周期状态或混

沌轨道? 通常先数值模拟系统相图,观察其轨线变

化趋势;或分析系统轨道随参数的变化,在参数的临

界值处,系统的轨线会产生突变,产生分岔现象,如
倍周期分岔。这两种方法都是定性观察,而计算系

统的李雅普诺夫指数谱是对其进行定量计算。如果

有一个李雅普诺夫指数大于零,且系统有界,则系统

是混沌的;如果有多于一个李雅普诺夫指数大于零,
则系统是超混沌的;如果李雅普诺夫指数都小于零,
则系统的轨道是规则的,如周期轨道、拟周期轨道或

最终周期轨道等。
基于香农熵、分数阶微积分理论、近似熵等概念

及算法,本文提出两种新的熵定义与算法,即分数阶

熵与分数阶近似熵。将这些算法应用于标准正态分

布、泊松分布和经典的混沌系统(Logistic系统与

Hénon系统),并编写相关程序,与倍周期分岔图及

李雅普诺夫指数图作比较,表明分数阶近似熵的结

果能很好地印证分岔现象与李雅普诺夫指数谱,能
较好地区分系统中的周期轨与混沌轨。

1 香农熵与近似熵

香农熵(Shannonentropy)的定义是基于随机

变量及其概率。假设X 是随机变量,其概率分布为

P(X =Xi)=Pi(离散型)或 P(a≤X ≤b)=

∫
b

a
f(x)dx(连续型)。针对连续型随机变量,区间

[a,b]可拆分成[a,b]=I1∪I2∪…∪In,在每段区

间Ii 上计算Pi =∫
Ii

f(x)dx,就对连续型随机变量

进行了离散化,则无论离散型或连续型随机变量都

可以定义香农熵:

H(P)=-c∑
n

i=1
PilnPi (1)

通常取c=1。由导数定义,有:

lim
t→-1

d
dt∑

n

i=1
P-t

i =lim
t→-1∑

n

i=1

d
dtP

-t
i =

 lim
t→-1∑

n

i=1
-P-t

ilnPi =

 -∑
n

i=1
PilnPi

因此,式(1)可以改写成导数与极限形式:

H(P)=lim
t→-1

d
dt∑

n

i=1
P-t

i (2)

此处d
dt
(·)是一阶导数[1-5]。当概率均等时香

农熵最大,即当Pi=1n
时,最大值为lnn。香农熵具

有连续性,概率值的微小变化所带来的熵的变化很

小;具有对称性,样本重新排序,不影响熵值;具有极

值性,即当Pi=1n
时,熵值达到最大;具有可加性,

即熵值与过程如何被划分无关,可以通过子系统的

熵叠加得到。

Pincus提出近似熵(Approximateentropy)的
概念与算法[4-6]。给定时间序列u(1),u(2),…,

u(N),输入参数m(整数)和r(正实数)分别表示嵌

入维数与相似容限。在Rm 空间中,构造m 维向量

序列x(1),x(2),…,x(N-m+1),其中x(i)=
[u(i),u(i+1),…,u(i+m-1)],i=1,2,…,N-m+1。
对某个固定的i,计算Cm

i(r)={使得d[x(i),x(j)]≤r
的所有x(j)的 个 数}/(N -m +1),j∈ [1,

N-m+1],j 可 以 等 于i。对 于 任 意 两 个 向 量

x(i)与x(j),定义距离d[x(i),x(j)]= max
k=1,2,…,m

|u(i+

k-1)-u(j+k-1)|。现定义Φm(r)= 1
N-m+1×

∑
N-m+1

i=1
ln(Cm

i(r))。当嵌入维数增加至m+1,i=1,…,

N-m,得 Cm+1
i (r)= 1

N-m∑
N-m

j=1
Θ(r-d[x(i)-

x(j)]),Φm+1(r)= 1
N-m∑

N-m

i=1
ln(Cm+1

i (r)),Θ(·)

为Heaviside函数,则近似熵定义为:

AppEn=Φm(r)-Φm+1(r) (3)

其中, 1
N-m

、Cm+1
i (r)都可类比香农熵中概率

Pi 的理解。在实际应用中,通常令参数m 取2或3,r
取0.1~0.25倍std,其中std表示轨道的标准差。

2 分数阶近似熵算法

现把香农熵式(2)中的导数推广到分数阶导数

形式 H=lim
t→-1

Dt
q∑

n

i=1
p-1

i 。分数阶导数定义有很多,

合理选取分数阶导数定义及如何应用分数阶导数是

关键。这是因为很多分数阶导数在对函数求导时,
并不能以显式给出求导结果,而香农熵定义中为指

数函数形式,因此,易于求解指数函数的分数阶导数

是比较合适的。先介绍如下一类分数阶导数定义,
假设f(x):R→R 是一个函数,α∈R,L(·)是
L’Höspital过程,则f(x)的分数阶导数为:
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fα(x)=D(α)
x f(x)=lim

h→0
L fα(x+h)-fα(x)

(x+h)α-xα  =

 lim
h→0

d(fα(x+h)-fα(x))
dh

d((x+h)α-xα)
dh

=

 f'(x)fα-1(x)
xα-1 (4)

式(4)是先关于h求导,再令h→0求极限。基

于此分数阶导数,KARCI提 出 第 一 类 型 的 分 数

阶熵[1,3]。

H1 =D(α)
t ∑

n

i=1
p-t

i =∑
n

i=1
|(-pi)αpilnpi| (5)

第二类型的分数阶熵 H2 =∑
n

i=1

(-pi)αpilnpi。

定义H2 有误,如果α=12
,又pi≥0,则(-pi)α 开平

方会出现复数。而第一类型分数阶熵 H1 避免了此

类情况。定义式(5)在文献[1]中得到应用。当α→1
时,对式(5)求极限有:

lim
α→1

H1 =lim
α→1∑

n

i=1

(-pi)αpilnpi =∑
n

i=1
-(pi)2lnpi

它并不能退化到香农熵(一阶导数形式)。另一方

面,分数阶导数定义式(4)并不能满足D(α)
x [f(x)+

g(x)]=D(α)
x [f(x)]+D(α)

x [g(x)],因此 H1 =

D(α)
t ∑

n

i=1
p-t

i =∑
n

i=1
D(α)

t p-t
i =∑

n

i=1

(-pi)αpilnpi 错

误地利用了分数阶导数式(4)的运算性质。基于上

述分析,现给出新的分数阶熵的定义:

Hα(P)=lim
t→-1∑

n

i=1
D(α)

t (p-t
i )=lim

t→-1∑
n

i=1

-p-t
iln(pi)(p-t

i )α-1

tα-1 =

lim
t→-1∑

n

i=1

-p-tα
i ln(pi)
tα-1 =lim

t→-1∑
n

i=1

-pα
iln(pi)
(-1)α-1 =

(-1)-α∑
n

i=1
pα

iln(pi) (6)

此时,有lim
α→1

Hα(P)退化到香农熵。但由于0<

α≤1,(-1)-α可能是一个复数,则把 Hα(P)拆分成

实部与虚部两部分,即复熵的形式[7]。记(-1)-α =

k1+ik2,k1、k2 ∈R,则 Hα(P)=k1∑
n

i=1
pα

iln(pi)+

ik2∑
n

i=1
pα

iln(pi)  。如果k2=0,则 Hα(P)是实数形

式。在实际应用与数值计算中,分数阶熵采用如下

形式:

Hα(P)=max k1∑
n

i=1
pα

iln(pi),k2∑
n

i=1
pα

iln(pi) (7)
由(-1)-α得到k1,k2 相当于香农熵中的c,其

取值不影响最终判定结果。
现计算一些常见概率分布的香农熵与分数阶

熵,并作对比分析。连续型随机变量标准正态分布

的概率密度函数为:f(x)= 1
2π
e-x2

2,-∞<x<

+∞。现选取I={-5≤x≤5},分割成30段,香农

熵为3.59024813881380(α=1时的情形),此时

受分割段数的影响。当阶数α→1时,取α=0.1∶
0.01∶0.99998,分数阶熵随阶数α的变化情况如图

1(a)所示,分数阶熵趋于香农熵。离散型随机变量

泊松分布的分布律P(X=k)=λk

k!e
-λ,k=0,1,…。

取k=0,1,…,40,则其香农熵为3.69533341129713
(α=1时的情形)。当阶数α→1时,取α=0.1∶
0.01∶0.99998,分数阶熵随阶数α的变化情况如图

1(b)所示,分数阶熵趋于香农熵。泊松分布的极限

分布是正态分布,即np=λ,当n很大时,可以近似

相等,因此二者的熵也近似相等。

图1 分数阶熵趋于香农熵

Fig.1 Fractional-orderentropytendingtoShannonentropy
 

通过分数阶熵与近似熵的结合,可以得到熵的

新定义、新观点以及新的应用。现提出分数阶近似

熵 (Fractional-orderApproximateEntropy,简 记

FraAppEn)的定义与算法。给定时间序列u(1),

u(2),…,u(N),两个输入参数m(整数)和r(正实

数)分别表示比较数据的嵌入维数与相似容限。在

Rm 空间中,构造m 维向量序列x(1),x(2),…,x(N-
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m+1),其中:

x(i)=[u(i),u(i+1),…,u(i+m-1)],

i=1,2,…,N-m+1 (8)
对式(8)中某个固定的i,计算:

Cm
i(r)= 1

N-m+1∑
N-m+1

j=1
Θ(r-d[x(i)-x(j)])

(9)
其中,j∈[1,N-m+1],j可以等于i,i=1,

2,…,N-m+1。定义

Φm(r)= ∑
N-m+1

i=1
|(-Cm

i(r)i)αCm
i(r)lnCm

i(r)| (10)

当嵌入维数增加至m+1,i=1,…,N-m,重复

式(9)与式(10),得:

Cm+1
i (r)= 1

N-m∑
N-m

j=1
Θ(r-d[x(i)-x(j)]),

Φm+1(r)=∑
N-m

i=1
|(-Cm+1

i (r)i)αCm+1
i (r)lnCm+1

i (r)|,

则定义分数阶近似熵为:

FraAppEn=Φm(r)-Φm+1(r) (11)
当 α→0 时,则 分 数 阶 近 似 熵 退 化 为

∑
N-m+1

i=1
|Cm

i(r)lnCm
i(r)|-∑

N-m

i=1
|Cm+1

i (r)lnCm+1
i (r)|,

它类似于近似熵的定义。在实际应用中,参照前面

分数阶熵的分析,分数阶近似熵采用如下形式:

FraAppEn=max{real[Φm(r)-Φm+1(r)],

imag[Φm(r)-Φm+1(r)]} (12)
其中,real(·)、imag(·)分别表示求解实部与

虚部。大多数熵的定义是基于香农熵思想推广得

到。由于分数阶近似熵是数据维数发生改变时,时
间序列中产生新模式概率的大小,只是从统计角度

区分时间过程的复杂性,不需要重构吸引子,只需较

短数据即可,因此,取式(12)中实部与虚部的最大值

来刻画其改变的概率幅度是可行的。此思想类似于

用最大李雅普诺夫指数刻画混沌,而不需要采用整

个李雅普诺夫指数谱。

3 应 用

现把分数阶近似熵式(12)应用于经典的混沌系

统(Logistic系统与Hénon系统),并与分岔图、李雅

普诺夫指数图作比较,得到一致的可靠结论。

1976年数学生态学家R.May提出Logistic系

统[15]:

xn+1=1-uxn
2 (13)

其中,xn∈(-1,1),u∈(0,2]。式(13)是由倍

周期分岔产生混沌现象的经典一维离散系统。

李雅普诺夫指数λ可度量混沌,如果λ>0,则
Logistic系统轨道是混沌的;如果λ<0,则Logistic
系统轨道是周期的;如果λ=0,则Logistic系统可

能发生分岔。式(13)的倍周期分岔图、李雅普诺夫指

数与分数阶近似熵如图2所示。其中参数u∈(0,2],
计算分数阶近似熵时,参数u的变化步长为h=0.005。

图2 Logistic系统的复杂动力学

Fig.2 Complexdynamicsoflogisticsystem
 

二维离散Hénon系统[16]:

xn+1=1-axn
2+yn

yn+1=bxn (14)

其中,xn∈[0,1],yn∈[0,1]。雅可比矩阵J=
-2axn 1

b 0
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,当|J|=b=±1时,Hénon系统是保

守的;当|b|>1时,系统是发散的;当|b|<1时,系
统是耗散的。若固定参数b=0.3,可得系统随参数

α∈[0,1.4]变化的分岔图、李雅普诺夫指数谱和对

应的分数阶近似熵,如图3所示。分数阶近似熵计

875  西安理工大学学报(2020)第36卷第4期 



算过程中,参数a的变化步长为h=0.007。
分数阶近似熵的结果基本印证了李雅普诺夫指

数图与倍周期分岔图,如图2、图3所示。如果是周

期轨,则李雅普诺夫指数小于零,分数阶近似熵近似

为零;当轨道是混沌时,李雅普诺夫指数大于零,分
数阶近似熵大于零。因此,在判定周期运动与混沌

运动时,分数阶近似熵式(12)可以提供较好的定量

分析。

图3 Hénon系统的复杂动力学

Fig.3 ComplexdynamicsofHénonsystem
 

4 结 语

本文给出了分数阶熵与分数阶近似熵的定义与

算法,并分别成功应用于标准正态分布、泊松分布、

Logistic系统和 Hénon系统,其对随机变量与混沌

轨道具有很好的判定效果。部分程序(Matlab代

码)已 在 附 录 中 给 出。分 数 阶 近 似 熵 中 存 在

(-1)α ,从而可能导致出现复数情形,本文采用最

值函数处理它,将来有待进一步改进本文算法,设计

更合理的分数阶近似熵,且分数阶微积分理论与各

类其它熵的结合是未来值得研究的方向。
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附-Logistic系统的分数阶近似熵(Matlab代码)

clearall;clc;closeall;tot=400;u=linspace(0,2,tot);

fork=1:tot
  x0=0.618;n=1;%Logistic系统初始值

  forp=1:500
   x(n)=1-u(k)*x0*x0;x0=x(n);n=n+1;%迭代

  end
  x=x(200:end);%舍掉暂态,保留吸引子数据

entropy(k)=Fracapproximatentropy(x);

end%调用子函数

z=max(real(entropy),imag(entropy));plot(u,z,'b.-');

axis([0,2.01,-2,20]);%取最大值,并输出

xlabel('\itu','FontName','TimesNew Roman','FontSize',

20,'FontWeight','bold');

ylabel('分 数 阶 近 似 熵','FontName','TimesNew Roman',

'FontSize',20,'FontWeight','bold');

set(gca,'linewidth',2,'FontSize',20);%设置图形坐标

%%%%%需调用子函%%%%%%%
functionapprox=Fracapproximatentropy(u)

m=2;r=0.1;N=length(u);a=0.8;Totalnum=N-m+1;

X=zeros(Totalnum,m);sum=0;%初始值设置

fori=1:Totalnum
  forj=1:m
    X(i,j)=u(i+j-1);

  end
end

fork=1:Totalnum
  S=0;%计数的初始值

  forj=1:Totalnum
    distant=zeros(m,1);

    forL=1:m      
distant(L,1)=abs(X(k,L)-X(j,L));%计算距离

    end
    d=max(distant);

    ifd<=r%判定

      S=S+1;%累积计数

    end
  end
C=(-1)̂(-a)*(S/Totalnum)̂a*log(S/Totalnum);

sum=sum+C;%计算公式的运用

end
QM1=sum;m=m+1;Totalnum=N-m+1;

X=zeros(Totalnum,m);sum=0;%计数

fori=1:Totalnum
  forj=1:m
    X(i,j)=u(i+j-1);

  end
end
fork=1:Totalnum
  S=0;%计数的初始值

forj=1:Totalnum
    distant=zeros(m,1);

    forL=1:m
      distant(L,1)=abs(X(k,L)-X(j,L));

    end
    d=max(distant);

    ifd<=r
      S=S+1;%累积计数

    end
  end %计算公式的运用

C=(-1)̂(-a)*(S/Totalnum)̂a*log(S/Totalnum);

sum=sum+C;%求和

end
QM2=sum;approx=QM1-QM2;%输出结果

(责任编辑 周 蓓)
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