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非均匀张力作用下斜支承运动薄膜的振动特性研究

邵明月,王 静,武吉梅,庆佳娟
(西安理工大学 印刷包装与数字媒体学院,陕西 西安710054)

摘要:基于陕西北人B624卷筒纸印刷机上运动薄膜的运动稳定性问题,对非均匀张力作用下斜支

承运动薄膜的横向振动特性进行研究。基于D’Alembert原理以及直角坐标系与斜坐标系的转

化,得到斜坐标系中非均匀张力作用下斜支承运动薄膜的运动微分方程。采用微分求积法对振动

微分方程进行离散得到运动薄膜的复特征值方程,得到非均匀张力系数、斜支承角度变化时无量纲

速度与无量纲复频率之间的关系曲线,分析各参数对系统稳定性的影响并得到了不同参数下运动

薄膜发散失稳的临界速度。
关键词:横向振动特性;非均匀张力;斜支承;运动薄膜
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Vibrationcharacteristicsofamovingmembraneonobliquesupportssubjected
tonon-uniformtension

SHAOMingyue,WANGJing,WUJimei,QINGJiajuan
(FacultyofPrinting,PackagingEngineeringandDigitalMediaTechnology,

Xi’anUniversityofTechnology,Xi’an710054,China)

Abstract:ConsideringthemotionstabilityofmovingmembraneontheShaanxibeirenB624web
press,thetransversevibrationcharacteristicsofmovingmembraneonobliquesupportssubjected
tonon-uniformtensionarestudied.Basedond’Alembert’sprincipleandthetransformationbe-
tweenrectangularcoordinatesystemandobliquecoordinatesystem,thedifferentialequationto
themotionofthemovingmembraneonobliquesupportssubjectedtonon-uniformtensionisob-
tained.Thedifferentialquadraturemethodisusedtodiscretizethedifferentialequation,withthe
complexeigenvalueequationofthemovingmembraneobtained.Therelationshipcurvebetween
thedimensionlessspeedandthedimensionlesscomplexfrequencyisobtainedwiththedifferent
non-uniformtensioncoefficientandtheangleoftheobliquesupport.Theinfluenceofthevarious
parametersonthestabilityisanalyzed,withthecriticalspeedofthedivergentinstabilityofthe
movingmembraneunderdifferentparametersobtained.
Key words:transverse vibration characteristics;non-uniform tension;oblique supports;

movingmembrane

  薄膜作为一种常见的承印材料在柔性电子印刷

及卷到卷制造中得到了广泛应用。在传输过程中薄

膜由多个牵引辊以及导向辊支承,当薄膜传输方向

需要改变时通常采用斜支承辊,斜支承辊的支承作

用以及辊与辊之间的安装误差所引起的张力不均情

况[1]都会改变运动薄膜的振动特性,导致印刷过程

中产生套印不准等故障,引起较大的印刷误差。因

此,研究非均匀张力作用下斜支承运动薄膜的振动

特性对优化印刷设备,提高印刷质量具有重要意义。
目前,已有部分学者分别对非均匀张力作用下
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运动材料的振动问题及具有支承的轴向运动系统进

行研究。王砚等[1-2]分别基于解析法和微分求积法

对非均匀张力作用下的运动薄膜稳定性进行研究。

Banichuk等[3]的研究表明较小的张力不均匀性会

对薄 膜 的 发 散 形 式 产 生 较 大 影 响。Nguyen 和

Hong[4]在考虑薄膜非均匀张力的基础上提出了一

种用于控制轴向运动薄膜系统振动的新颖算法。

Ma等[5]对张力呈抛物线分布的轴向运动薄膜横向

振动稳定性进行研究,结果表明较小的非均匀张力

就会对薄膜的振型有影响。武吉梅等[6-7]采用次最

优控制法对非均匀张力作用下的运动薄膜振动进行

控制并对中间支承运动薄膜振动特性进行研究。马

亮[8]考虑了柔性基板非均匀张力以及中间弹性支承

影响,对柔性基板卷到卷输送中横向振动特性、振动

控制及应用进行分析,结果表明变张力系数对基板

内应力分布有较大影响。Liew等[9]在考虑多种边

界条件情况下研究了带有内部斜支承矩形板的自由

振动。Lai等[10]将 DSC-Element法应用于斜板的

自由振动分析,验证了DSC-Element法的有效性并

得到具有混合边界条件斜板的频率解。Ketabdari
等[11]通过参数研究,分析不同边界条件、偏斜角、非
均匀性因子及变弹性基础刚度对斜板自由振动的影

响。Parida[12]和Ramu[13]分别对功能梯度材料斜板

的振动特性进行研究。郭旭侠和薛晓飞[14]基于微

分求积法对热弹耦合运动斜板的振动特性进行研

究。Kuma[15]等应用有限元法对斜夹层板的自由振

动进行研究。胡寒和聂国隽[16]研究了变角度纤维

复合材料层合斜板的颤振,采用Ritz法得到了层合

板的自振频率和颤振不稳定的临界速度。
综上所述,目前的研究表明考虑斜支承影响的

研究对象多为板,未曾见到考虑斜支承对运动薄膜

稳定性影响的研究。本文综合考虑了非均匀张力以

及斜支承对运动薄膜振动特性的影响,对其进行研

究。本文通过直角坐标系与斜坐标系的转化,建立

斜坐标系中非均匀张力作用下斜支承运动薄膜的运

动微分方程,并采用微分求积法求解得到运动薄膜

的无量纲复频率,分析变张力系数以及斜支承角度

对运动薄膜横向振动的影响。

1 建立运动薄膜运动微分方程

图1为非均匀张力作用下斜支承运动薄膜的力

学模型,斜坐标系οξη约定如图,取斜支承辊所在方

向为η轴方向,薄膜运动方向为ξ轴正向,运动速度

为v,θ为斜支承辊与ξ轴夹角,薄膜面密度为ρ,a
为薄膜的长度,b为宽度,厚度为h,在x 方向与y

方向上单位长度薄膜所承受的张力分别为Tx 和

Ty,w x,y,t  为其横向振动位移。

图1 非均匀张力下斜支承运动薄膜力学模型

Fig.1 Mechanicalmodelofamovingmembraneon
obliquesupportssubjectedtonon-uniformtension
 

Tx沿y 方向的变化规律为:

Tx =T0(1+βy
b
) (1)

式中:β为非均匀张力系数。
令薄膜在z 轴方向所受的外力为F x,y,t  ,

由d’Alembert原理可知当非自由质点受到约束时,其
主动力F以及约束力FN,与虚加的惯性力FI=-ma
之和为零,即F+FN+FI=0,由此将动力学问题

转 化 为 静 力 学 问 题 进 行 分 析[17]。 则 基 于

d’Alembert原理得到运动薄膜的横向振动微分方

程为:

ρ(
∂2w
∂t2 +2v∂

2w
∂x∂t+v2∂

2w
∂x2
)-

T0(1+βy
b
)∂

2w
∂x2 -Ty

∂2w
∂y2 =F x,y,t  

(2)

坐标转换函数为:

ξ=x-ycotθ,η=ycscθ (3)
令F(x,y,t)=0,将式(3)代入式(2)得到斜坐

标下的运动薄膜横向振动微分方程为:

ρ(
∂2w
∂t2 +2v∂

2w
∂t∂ξ

+v2∂
2w
∂ξ2
)-

[T0(1+βη
sinθ
b
)+Tycot2θ]∂

2w
∂ξ2

+

2Tycotθcscθ∂
2w
∂ξ∂η

-Tycsc2θ∂
2w
∂η2

=0

(4)

引入下列无量纲量:
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ξ* = ξ
a
,η* = η

b
,W * = w

h
,

c=v ρ
T0+Tycot2θ

,

r= a
b
,λ=Ty

T0
,τ=t T0+Tycot2θ

ρa2















(5)

式中:c为无量纲速度;r为长宽比;λ表示长度方向

与宽度方向的张力比;τ表示无量纲时间。
得到无量纲方程为:

∂2W *

∂τ2 +2c∂
2W *

∂τ∂ξ*
+(c2-1)∂

2W *

∂ξ*2
-

βη*sinθ
1+λcot2θ

∂2W *

∂ξ*2
- λr2
sin2θ+λcos2θ

∂2W *

∂η*2 +

2λrcosθ
sin2θ+λcos2θ

∂2W *

∂ξ*∂η* =0

(6)

设方程(6)的解为:

W *(ξ*,η*,τ)=W(ξ*,η*)eIωτ (7)

式中:I= -1;ω为系统无量纲复频率。
将式(7)代入式(6),得到非均匀张力作用下斜

支承运动薄膜的运动微分方程为:

(c2-1)∂
2W
∂ξ*2

+2cωI∂W∂ξ*
-

βη*sinθ
1+λcot2θ

∂2W
∂ξ*2

- λr2
sin2θ+λcos2θ

∂2W
∂η*2+

2λrcosθ
sin2θ+λcos2θ

∂2W
∂ξ*∂η* -ω2W =0

(8)

薄膜四边简支边界条件为:

W(0,η*)=0,W(1,η*)=0
W(ξ*,0)=0,W(ξ*,1)=0 (9)

2 离散得到系统复特征值方程

应用微分求积法对所得薄膜运动方程(8)求解,
将薄膜区域划分为N×N N =15  个节点,应用δ
法将四边简支边界划分为:

ξ*1 =0,ξ*2 =δ,ξ*N-1 =1-δ,ξ*N =1,

ξ*i =
1
2
1-cos

(i-1)π
N-1  ,(i=3,4…,N-2)

η*
1 =0,η*

2 =δ,η*
N-1 =1-δ,η*

N =1,

η*
j = 12

1-cos
(i-1)π
N-1  ,(j=3,4…,N-2)















(10)
函数各阶偏导数值为:

∂W *

∂ξ*
=∑

N

k=1
A[1]

ik W *(ξ*i ,η*
j ,τ)

∂2W *

∂ξ*2
=∑

N

k=1
A[2]

ik W *(ξ*i ,η*
j ,τ)

∂W *

∂η* =∑
N

m=1
B[1]

jm W *(ξ*i ,η*
j ,τ)

∂2W *

∂η*2 =∑
N

m=1
B[2]

jm W *(ξ*i ,η*
j ,τ)



















(11)

由Lagrange插值公式得到一阶权系数为:

A[1]ij =

∏
N

k=1
k≠i,j

(xi-xk)/∏
N

k=1
k≠j

(xj-xk)(i≠j)

∏
N

k=1
k≠i

1
xi-xk

      (i=j)













(12)

由此得到各阶权系数为:

A[k]ij =

kli
[k-1](xi)l'j(xi)-li

[k-1](xi)
xi-xj   (i≠j)

-∑
N

m=1
m≠i

l[k]
m (xi)         (i=j)












(13)
根据微分求积法得到运动薄膜的复特征值方

程为:

(c2-1- βη*sinθ
1+λcot2θ

)∑
N

k=1
A[2]

ik Wkj +

2cωI∑
N

k=1
A[1]

ik Wkj - λr2
sin2θ+λcos2θ∑

N

k=1
Bjk

[2]Wik+

2λrcosθ
sin2θ+λcos2θ∑

N

k=1
Aik

[1]∑
N

k=1
Bjk

[1]Wik-ω2Wij =0

(14)
根据微分求积法可将边界条件离散为:

W1j =WNj =0 (j=1,2,…N)

Wi1 =WiN =0 (i=1,2,…N) (15)

合并方程(14)与(15)得到系统特征方程为:

ω2R+ωG+K =0 (16)

式中:R= -Wij  ;G= Gij  ,Gij =2cI∑
N

k=1
A[1]

ik Wkj;

K= Kij  ,其中Kij 为:

Kij = (c2-1- βη*sinθ
1+λcot2θ

)∑
N

k=1
A[2]

ik Wkj - λr2
sin2θ+λcos2θ∑

N

k=1
B[2]

jk Wik+

   2λrcosθ
sin2θ+λcos2θ∑

N

k=1
A[1]

ik ∑
N

k=1
B[1]

jk Wik

(17)
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3 数值分析

本文以陕西北人B624卷筒纸印刷机的基本参

数为例,对变张力作用下斜支承运动薄膜进行横向

振动特性的研究,取薄膜张力T0 =90N/m,Ty =
90N/m,薄膜面密度ρ=0.12kg/m2。

当β=0,θ=π/2时,非均匀张力作用下斜支承运

动薄膜的振动方程退化为均匀张力作用下直辊支承运

动薄膜的振动方程。取无量纲速度c=0.164,张力比

λ=0.2,长宽比分别为r=1和r=2,计算运动薄膜

振动无量纲复频率,将本文解与解析解[18]比较,见表

1。取无量纲速度c=0.16,长宽比r=1.8,张力比分

别为λ=0.1和λ=0.5,计算运动薄膜振动无量纲复

频率,将本文解与解析解[18]比较,见表2。
表1 无量纲频率本文解与解析解[18]对比

(c=0.164,λ=0.2)

Tab.1 Comparingthesolutionsofdimensionlessfrequency
inthispaperandtheanalyticalsolution

(c=0.164,λ=0.2)

长宽比r 无量纲频率 本文解 解析解

1 3.3560 3.3566

1.0 2 4.1259 4.1266

3 6.2687 6.2690

1 4.1261 4.1266

2.0 2 6.3301 6.3308

3 8.2529 8.2533

表2 无量纲频率本文解与解析解[18]对比

(c=0.16,r=1.8)

Tab.2 Comparingthesolutionsofdimensionlessfrequency
inthispaperandtheanalyticalsolution

(c=0.16,r=1.8)

张力比λ 无量纲频率 本文解 解析解

1 3.5336 3.5336

0.1 2 4.6726 4.6727

3 7.0675 7.0673

1 4.9950 4.9950

0.5 2 7.2847 7.2844

3 9.9905 9.9900

  由表1和表2可知,采用微分求积法求得的频

率解与解析解有很好的一致性,且精度很高,表明使

用该方法研究非均匀张力作用下斜支承运动薄膜的

振动特性可行有效。

3.1 非均匀张力系数对运动薄膜振动特性影响

图2,图3和图4为斜支承角度θ=π/3,张力

比λ=0.3,长宽比r=0.5,非均匀张力系数分别

为β=0.1,β=0.4和β=0.8时运动薄膜无量纲

复频率与无量纲速度之间的关系曲线。

图2 无量纲速度与无量纲复频率关系曲线(β=0.1)
Fig.2 Relationshipbetweenthedimensionlessspeedand

dimensionlessfrequency(β=0.1)
 

图3 无量纲速度与无量纲复频率关系曲线(β=0.4)
Fig.3 Relationshipbetweenthedimensionlessspeedand

dimensionlessfrequency(β=0.4)
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图4 无量纲速度与无量纲复频率关系曲线(β=0.8)
Fig.4 Relationshipbetweenthedimensionlessspeed

anddimensionlessfrequency(β=0.8)
 

图2为非均匀张力系数β=0.1。当0<c<
1.03时,运动薄膜处于稳定状态;当1.03<c<
1.25时,运动薄膜处于发散失稳状态;当无量纲速

度c>1.25时,运动薄膜前三阶模态又重新稳定。

c=1.03为系统的无量纲临界发散失稳速度,对应

薄膜工作的实际临界速度为v=28.7m/s。
图3为非均匀张力系数β=0.4。当0<c<

1.04时,运动薄膜处于稳定状态;当1.04<c<
1.37时,运动薄膜处于发散失稳状态;当无量纲速

度c>1.37时,运动薄膜前三阶模态又重新稳定。

c=1.04为系统的无量纲临界发散失稳速度,对应

薄膜工作的实际临界速度为v=29.0m/s。
图4为非均匀张力系数β=0.8。当0<c<

1.07时,运动薄膜处于稳定状态;当1.07<c<
1.49时,运动薄膜处于发散失稳状态;当无量纲速

度c>1.49时,运动薄膜前三阶模态又重新稳定。

c=1.07为系统的无量纲临界发散失稳速度,对应

薄膜工作的实际临界速度为v=29.8m/s。
由上可知随着非均匀张力系数的增加,系统工

作的临界速度增大。当无量纲复频率实部为正,虚
部为零时,系统处于稳定状态;当虚部出现,实部为

零时,系统是不稳定的,而系统临界速度就是无量纲

频率实部和虚部均为零时所对应速度,所以系统工

作的临界速度增加时,系统稳定性增强。

3.2 斜支承角度对运动薄膜振动特性影响

图5,图6和图7为非均匀张力系数β=0.1,
张力比λ=1,长宽比r=2时运动薄膜斜支承角度

分别为θ=π/4,θ=π/3和θ=5π/12时运动薄膜

无量纲复频率与无量纲速度之间的关系曲线。

图5 无量纲速度与无量纲复频率关系曲线(θ=π/4)
Fig.5 Relationshipbetweenthedimensionlessspeed

anddimensionlessfrequency(θ=π/4)
 

图6 无量纲速度与无量纲复频率关系曲线(θ=π/3)
Fig.6 Relationshipbetweenthedimensionlessspeed

anddimensionlessfrequency(θ=π/3)
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图7 无量纲速度与无量纲复频率关系曲线(θ=5π/12)
Fig.7 Relationshipbetweenthedimensionlessspeed

anddimensionlessfrequency(θ=5π/12)
 

图5为斜支承角度θ=π/4。当0<c<1.14
时,运动薄膜处于稳定状态;当1.14<c<1.41时,
运动薄膜处于发散失稳状态;当无量纲速度c>
1.41时运动薄膜前三阶模态又重新稳定。c=1.14
为系统的无量纲临界发散失稳速度,对应薄膜工作

的实际临界速度为v=32.9m/s。
图6为斜支承角度θ=π/3。当0<c<1.14运

动时,运动薄膜处于稳定状态;当1.14<c<1.49
时,薄膜处于发散失稳状态;当无量纲速度c>1.49
时运动薄膜前三阶模态又重新稳定。c=1.14为系

统的无量纲临界发散失稳速度,对应薄膜工作的实

际临界速度为v=31.8m/s。
图7为斜支承角度θ=5π/12。当0<c<1.14

时,运动薄膜处于稳定状态;当1.14<c<1.59时,运
动薄膜处于发散失稳状态;当无量纲速度c>1.59时

运动薄膜前三阶模态又重新稳定。c=1.14为系统

的无量纲临界发散失稳速度,对应薄膜工作的实际

临界速度为v=31.3m/s。
由上可知随着斜支承角度的增加,系统工作的

临界速度减小,系统不稳定区域增大。运动薄膜的

斜支承角度对系统稳定性有重要影响。

4 结 论

本文以陕西北人B624卷筒纸印刷机为例,采

用微分求积法对非均匀张力作用下斜支承运动薄膜

的横向振动特性进行研究,得到以下结论。

1)随非均匀张力系数的增加,系统稳定性增

强。当非均匀张力系数分别为β=0.1,β=0.4和

β=0.8时,系统工作的临界速度v分别为28.7m/s,

29.0m/s和29.8m/s。

2)随斜支承角度的增大,系统稳定性减弱。斜

支承角度分别为θ=π/4,θ=π/3和θ=5π/12时运

动薄膜实际工作中的临界速度v分别为32.9 m/s,

31.8m/s和31.3m/s。适当减小运动薄膜的斜支

承角度可有效保障系统的稳定性。
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