
  DOI:10.19322/j.cnki.issn.1006-4710.2022.01.005

收稿日期:2021-05-02; 网络出版日期:2021-10-22
网络出版地址:https://kns.cnki.net/kcms/detail/61.1294.N.20211022.1153.004.html
基金项目:国家自然科学基金资助项目(51075326)

第一作者:王航,男,博士生,研究方向为动力学建模及数值仿真。E-mail:965348806@qq.com
通信作者:穆安乐,男,博士,教授,博导,研究方向为风力机动力学分析与自适应控制。E-mail:muanle@xaut.edu.cn

旋转运动SMA层合梁动力学建模与
非线性自由振动分析
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摘要:层合梁铺层中内嵌SMA丝时,可以有效改变层合梁旋转运动时的动态特性。为了研究旋转

运动SMA层合梁的振动特性,使用Brinson一维SMA本构模型获得温度变化时的恢复应力与马

氏体体积分数。使用坐标变换建立层合梁质点在惯性系下的位移。基于Euler-Bernoulli梁和

VonKarman大变形理论,建立了位移场与应变之间的关系。使用 Hamilton变分原理,获得大范

围旋转运动层合梁的动力学方程,并用Ritz法获得内嵌SMA丝层合梁的非线性自由振动方程。
旋转运动对SMA层合梁的自由振动有明显的影响。研究了同一转速下,不同SMA体积分数、初

始应变对固有频率的影响,而且研究了石墨层纤维铺设角度对层合梁基频的影响。
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DynamicmodelingofrotatingSMAlaminatedbeamand
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Abstract:WhenSMAwiresareembeddedinthelaminatedbeam,andthedynamiccharacteristics
ofthelaminatedbeamarechanged.InordertostudythefundamentalfrequencyofrotatingSMA
laminatedbeams,therecoverystressandmartensitevolumefractionareobtainedbyusingBrin-
son’sone-dimensionalSMAconstitutivemodel.BasedonEuler-BernoullibeamandVonKarman
largedeformationtheory,therelationshipbetweendisplacementandstrainisobtained.Thedis-
placementoflaminatedbeamisestablishedbycoordinatetransformation.TheHamiltonprinciple
isusedtoobtainthedynamicequationtothelaminatedbeamwithlargerotationmotion.The
nonlinearfreevibrationequationtothelaminatedbeamisobtainedbyRitzmethod.Therotation-
almotionhasanobviouseffectonthefreevibrationofSMAlaminatedbeams.Thenaturalfre-
quencyatthesamerotatingspeedchangeswhenthereexistingdifferentSMAvolumefractions,
pre-strainsandanglesoflayinggraphitefiber.
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  复合材料有着广阔的应用前景。复合材料质量

轻,有很大的刚度和阻尼,其优异的力学特性使得复

合材料尤其是层合材料有着非常广泛的应用前景。

复合材料制成的旋转结构在很多场合下均有使用,
例如汽轮机叶片、压缩机、风机叶片等。形状记忆合

金(SMA)是一种非常 有 应 用 前 景 的 智 能 材 料。
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SMA在受热的情况下会表现出很大的恢复力,可以

作为一种驱动器使用。这种驱动器可以制作成很小

的体积,不但能省去电机驱动过程中的一些复杂的

传动机构,而且有研究表明,内嵌SMA丝的层合材

料制成的机械臂可以很好地抑制振动。

SMA的理论研究难点是如何建立精确的一维

SMA本构关系。SMA的应变可以归结为热变形和

马氏体相变两部分[1-2]。在此基础之上,有不少文献

对内嵌SMA丝的复合结构进行了分析。研究的对

象主要是梁、板和壳。研究显示,温度变化时内嵌

SMA丝的复合梁,其自由振动的基频是不同的,

SMA的体积分数对后屈曲特性的影响也是显著的,
主要表现为降低热屈曲响应。当SMA 的体积分

数、初始应变增大时,基频的变化趋势是上升的,基
频曲线同横轴的交点后移[3-4]。内力的变化趋势同

基频曲线的变化趋势是相同的,屈曲变形也随着

SMA体积分数的增大而减小,屈曲温度低于奥氏体

开始温度时,SMA的存在可以使失稳的梁结构处于

稳定状态[5]。SMA的存在减小了层合板的变形挠

度[6]。SMA层合板处于复杂的物理场中时,比如在

热场中受一阶气动活塞力作用时,系统的非线性颤

振特性是不同的,主要表现为随着SMA体积分数

的增加,稳定区域逐渐扩大,由此可得,SMA可以提

高结构的稳定性[7]。Dehkordi[8]用非线性有限元与

增量迭代算法进行仿真计算,发现SMA的存在降

低了板的振幅。Kumar等[9]用分层理论重新描述

了位移场,得到SMA丝的铺设角度越大,屈曲温度

越高。Karimi等[10]在分析SMA层合板时,没有考

虑系统的非线性特性,并发现板的长宽比增大时,基
频整体上是上升的。相应的,在大的长宽比时,记忆

合金的恢复应力对基频的影响作用下降了。文献

[11]使用遗传算法获得了最佳的SMA丝铺设次序

和敷设角度,获得了不同边界条件下SMA层合板

的最优固有频率。可以使用广义微分求积法分析内

嵌SMA丝的圆柱壳的固有振动特性。SMA层越

靠近圆柱壳的内壁,系统的基频越大[12]。对于圆锥

壳而言,增大半顶角能有效地增加基频;沿中性面对

称布置SMA层时,可以增加基频,而单层布置时基

频变小了[13]。任勇生等[14]发现,SMA层合梁非线

性固有频率增大时,其振幅也是增大的,而对应线性

系统没有该特性。事实上,就目前的研究成果而言,
记忆合金一维本构模型是所有内嵌SMA丝层合结

构的研究基础,并且,研究对象的边界条件也仅限于

简支和固支的情况。而关于大范围旋转运动梁的自

由振动,也有着丰富的研究成果。黄意新等[15]通过

与有限元结果对比,认为Chebyshev谱方法计算的

旋转梁固有频率是正确的。此外,旋转Rayleigh梁

的长细比等相关参数会对临界转速产生影响,且临

界转速随着长细比的增大而减小[16]。范纪华等[17]

使用Bezier曲线离散动力学方程,得到不同角速度

下,旋转梁厚度变化对固有频率的影响将大于宽度

的影响。旋转Timoshenko梁的频率会随着转速的

增加而增大,并随着长厚比的增加而减小[18]。而且

在分析旋转结构的固有频率时,总是认为系统的旋

转角速度是定值[19-21]。Aksencer等[22]研究了旋转

层合梁的固有频率,轮毂比小于0.5时,转速增加则

固有频率增加;轮毂比大于1时,会产生频率为零的

情况。
通过对现有文献的总结可知,关于SMA层合

结构的振动研究主要集中在基频以及热屈曲方面,
而对于旋转运动SMA层合梁的非线性自由振动,
尚未被涉及。本文使用VonKarman大变形理论来

描述梁位移与应变的关系,建立了层合梁任意质点

在惯性坐标系下的位移表达式,用Brinson模型描

述了不同温度下SMA的恢复应力和马氏体体积分

数。使用 Hamilton原理建立了SMA层合梁大范

围旋转运动的动力学方程。研究了系统参数变化

时,SMA层合梁的动力学响应。基于内力恒定的假

设,得到了恒定转速下,旋转SMA层合梁横向振动

的动力学方程。研究了SMA在不同初始应变、体
积分数、石墨纤维铺设角度以及SMA所处铺层不

同时,固有频率的变化。

1 系统建模

1.1 SMA本构方程

尽管有多种描述SMA本构关系的模型,但是

Brinson模型是目前主流的分析方法,大部分研究

SMA热 屈 曲 与 自 由 振 动 的 文 献 都 采 用 了 该 模

型[3-7]。文献[1]将SMA的变形视为由热应力引起

的变形和由马氏体相变引起的形变两部分组成。依

据Brinson模型,SMA中马氏体的体积分数为:

ξ=ξS+ξT (1)
式中:ξS 为应力诱发的马氏体相变体积分数;ξT 为

温度诱发的马氏体相变体积分数。
相变转变为奥氏体时,马氏体的体积分数为:

ξ=ξ0
2 cos

π
Af-As

T-As-σr
CA    +1  (2)

ξS =ξS0 ξ
ξ0

(3)

ξT =ξT0 ξ
ξ0

(4)
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式中,ξ0 为初始状态时的马氏体体积分数;σr 是

SMA恢复应力;T 为温度;ξS0 为初始应力诱发的

马氏体体积分数;ξT0 为初始温度诱发的马氏体体

积分数;CA 是应力影响系数。有关SMA的其他参

量参考文献[5]。
又可知,SMA杨氏模量为:

ES(ξ)=
EA

1+ EA

EM
-1  ξ

(5)

式中:EA 和EM 分别表示SMA在纯奥氏体和纯马

氏体相时的杨氏模量。假设SMA处于文献[5]所
述的零初始条件下,当温度T >As,并且CA(T-
Af)<σr<CA(T-As)时,SMA丝的恢复应力为:

σr=ES(ξ)ε-εLξS  +ΘΔT (6)

在初始条件下,ξS0 =ε0
εL
,ξT0 =0,求解关于σr

的非线性方程即得恢复应力,并由式(2)可以得到马

氏体体积分数。相对温度是加热温度与初始温度的

差值,即ΔT =T-T0 。
通过求解式(2)、(5)、(6)联立所得的非线性方

程组,即可获得温度变化时SMA的恢复应力与马

氏体体积分数,如图1所示。

图1 温度变化时SMA恢复应力与马氏体体积分数

Fig.1 Recoverystressandvolumefraction
ofmartensiteundertemperaturechange

 

由图1可知,温度低于奥氏体开始温度时,马氏

体体积分数为定值。随着温度逐渐升高,图1(a)中
显示SMA恢复应力有上升的趋势,而图1(b)中马氏

体体积分数是下降的,直至温度达到某个值时,SMA
中将不再含有马氏体成分,变为纯奥氏体,此时,SMA
恢复应力曲线的上升趋势变缓。此外,当初始应变增

大时,转变为纯奥氏体的临界温度也随之增大。

1.2 系统的动能和应变能

SMA丝和石墨纤维内嵌在不同的环氧树脂基

底层中。做旋转运动SMA层合梁示意图,如图2
所示。其中,惯性坐标系为OXYZ,中心刚体的附

体坐标系为O1X1Y1Z1,SMA层合梁的附体坐标系

为O2X2Y2Z2 。中心刚体的半径为R,层合梁绕刚

体中心 轴 线 做 旋 转 运 动 的 角 位 移 为 φ,角 速 度

为Ω。

SMA层合梁的长度为L,宽度为B,总厚度为

H,铺层都是等厚的,总的层数为Nl。

图2 系统简图

Fig.2 Systemdiagram
 

梁内任意质点P 在惯性系OXYZ 下的矢径为:

r=
cosφ -sinφ
sinφ cosφ




 



 R+x+u~

w~  (7)

  其中,u~ 、w~ 是梁内任意质点的变形位移。
令式(7)对时间求导,可得质点的速度为:

V =
u~
·

-Ωw~  cosφ

w~
·

+Ω(R+x+u~)sinφ















 (8)

质点任意位移与中面位移有如下关系:

u~(x,z,t)=u(x,t)+f∂w x,t  
∂x

(9)

w~(x,z,t)=w(x,t) (10)

  其中,u、w 是梁的中面位移,f=-z。
由式(8)、(9)、(10)可知系统的动能为:

P=12∑
Nl

k=1∫
zk+1

zk∫S
ρ k  u~

·

-Ωw~  2+

w~
·

+Ω(R+x+u~)  2















 dSdz=

1
2∑

Nl

k=1∫
zk+1

zk∫S
ρ k  ×

  
u·+f∂w

·

∂x-Ωw  
2

+

w· +Ω(R+x+u+f∂w∂x
)  
2



















 dSdz

(11)
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根据VonKarman大变形理论,应变为:

εxx =ε(0)xx +fε(1)
xx (12)

ε(0)xx =∂u∂x+12
∂w
∂x  

2

ε(1)xx =∂
2w
∂x2











(13)

这里的f同上。
可知正应力为:

σxx  k = Q11  k εxx  k- Q11αx  kΔT+
cos2 θk  VSσrk (14)

  其中,αx 为各层有效热膨胀系数,由铺层角和

基底材料、纤维材料的热膨胀系数决定;Q11 的具体

表达式见附录1;θk 是第k 层中纤维铺设方向与坐

标正方向的夹角;VS 是SMA的体积分数。
应变能为:

U = 12∑
Nl

k=1∫
zk+1

zk∫
L

0
σxxεxx  Bdxdz=

  12∑
Nl

k=1∫
zk+1

zk∫
L

0
σxx ε(0)xx +fε(1)

xx    Bdxdz=

  12∫
L

0
Nxε(0)

xx +Mxε(1)
xx  Bdx

(15)

  整理得内力和弯矩为:

N
M  = A11 B11

B11 D11





 




 ε(0)xx

ε(1)xx  - NT

MT  + Nr

Mr  (16)

  其中,NT 、MT 是SMA的热应力、热弯矩;Nr、
Mr是SMA的恢复力、恢复弯矩。具体表达式为:

NT,MT  =∑
Nl

k=1∫
zk+1

zk
Q11αx  kΔT(1,f)dz

Nr,Mr  =∑
Nl

k=1∫
zk+1

zk
σrVScos2 θk    (1,f)dz

同时,等效刚度为:

A11,B11,D11  =∑
Nl

k=1∫
zk+1

zk
Q11  k 1,f,f2  dz

在低转速的情况下,离心力不大,离心力产生的

变形可忽略不计。因此,这里不考虑离心力势能。

1.3 动力学方程

应用Hamilton原理建立系统的动力学方程。将

式(11)、(15)代入式(17)。根据Hamilton变分原理:

∫
t1

t0

(δP-δU+δW)dt=0 (17)

  其中,t0 、t1 为任意两个固定时刻。旋转SMA
层合梁的运动方程为:

I0ü-I1∂
2ẅ
∂x2 -2I0Ωẅ-I0Ω2(R+x+u)-

I0Ω
·

w+I1Ω2∂w∂x-∂N∂x =0
(18)

I0ẅ+I1∂
2ü
∂x2-I2∂

2ẅ
∂x2 +2I0Ωu

·
-

4I1Ω∂w
·

∂x+I0Ω
·
(R+x+u)-I1Ω2∂u∂x-

I0Ω2w-2I1Ω
·∂w
∂x+I2Ω2∂

2w
∂x2 -∂w∂x

∂N
∂x-

N∂
2w
∂x2 -∂

2M
∂x2 =f

(19)

具体化简过程见附录2。
其中广义惯量为:

I0,I1,I2  =∑
Nl

k=1∫
zk+1

zk
ρ k  1,f,f2  dz

对方程进行简化,设轴向力N 沿着x 轴是恒定

的[4],即:
∂N
∂x =0 (20)

可知

∂N
∂x = ∂

∂x

A11
∂u
∂x+12

∂w
∂x  

2

  -
B11
∂2w
∂x2 -NT+Nr  =0 (21)

经过相应的积分运算可知:

∂2u
∂x2 =-∂w∂x

∂2w
∂x2 +B11

A11

∂3w
∂x3

(22)

∂u
∂x=-12

∂w
∂x  

2

+B11

A11

∂2w
∂x2 - (23)

   1
A11

NT-Nr+C1(t)  

u(x,t)=-12∫
x

0

∂w
∂x  

2

dx+B11

A11

∂w
∂x-

x
A11

NT-Nr+C1(t)  +C2(t)
(24)

又简支 简支梁的边界条件为:u(0,t)=0,

u(L,t)=0,u''(0,t)=0,u''(L,t)=0。
将边界条件代入式(24),可得:

C1(t)=-A11

2L∫
L

0

∂w
∂x  

2

dx-

B11

L
∂w(L,t)
∂x -∂w

(0,t)
∂x  - NT-Nr  

(25)

C2(t)=B11

A11

∂w(0,t)
∂x

(26)

将式(25)、(26)回代入式(24)、(19),则系统方

程可化简为单自由度运动方程:

I0ẅ+2I0Ωu
·
-4I1Ω∂w

·

∂x+I0Ω
·
(R+x+u)-

I1Ω2∂u∂x-I0Ω2w-2I1Ω
·∂w
∂x+I2Ω2∂

2w
∂x2 -

N∂
2w
∂x2 -∂

2M
∂x2 =0

(27)
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系统的振动方程整理为:

ζ(x,t)=I0ẅ-I1Ω2×

-12
∂w
∂x  

2

+B11

A11

∂2w
∂x2 +

1
2L∫

L

0

∂w
∂x  

2

dx+

B11

A11L
∂w(L,t)
∂x -∂w

(0,t)
∂x  













































-I0Ω2w+

I2Ω2-

A11

2L∫
L

0

∂w
∂x  

2

dx+

B11

L
∂w(L,t)
∂x -∂w

(0,t)
∂x  -

NT+Nr













































∂2w
∂x2 -

B11
2

A11
-D11  ∂4w∂x4 =0 (28)

可知,系统简化后是一个非线性方程。非线性

系统固有频率的求解有很多种方法,比如谐波平衡

法、Ritz法等。

2 振动分析

使用振动分析中常用的Ritz法进行求解[23],设
横向中面位移为:

w(x,t)=aW(x)cos(ωt) (29)
式中:W(x)为振动的模态函数;a 为SMA 梁在

x= L
2

处的幅值;ω为固有频率。

∫
2π

0
ζ(x,t)cos(ωt)d(ωt)=0 (30)

将式(29)代入式(30)中,经过运算,可得:

D11-B11
2

A11  d4Wdx4 -

I1Ω2B11

A11
-I2Ω2+

A11

2La
2∫

L

0

dW
dx  

2

dx-NT

+Nr

























×

d2W
dx2 -

I1Ω2 B11

A11L
W' L  -W'(0)  +

I0 ω2+Ω2  















 W =0

(31)
由于层合材料的铺层沿中性面是对称布置的,

故等效惯量I1 =0,式(31)可整理为:

D11-B11
2

A11  d4Wdx4 -
A11

2La
2∫

L

0

dW
dx  

2

dx-

I2Ω2-NT+Nr















 d

2W
dx2 -

I0 ω2+Ω2  W =0
(32)

构建方程如下:

d4W
dx4 -δ2d

2W
dx2 -κ4W =0 (33)

其系数为:

δ2 =

A11

2La
2∫

L

0

dW
dx  

2

dx-I2Ω2-NT+Nr

D11-B11
2

A11

κ4 =I0 ω2+Ω2  

D11-B11
2

A11

式(33)为四阶微分方程,其通解为:

W(x)=C1cosh(γx)+C2sinh(γx)+
    C3cos(ηx)+C4sin(ηx)

(34)

式(34)中系数表达式为:

γ= δ4
4  +κ4 + δ2

2  
η= δ4

4  +κ4 - δ2
2  

  其 中,W(x)满 足 简 支 简 支 梁 边 界 条 件:

W(0)=0,W(L)=0,W″(0)=0,W″(L)=0。由
边界条件可以得到关于系数的等式关系,并且由等

式系数行列式为零,可得模态函数为:

W =C4sin(nπx) (35)
将上述两式代入式(29)中,并参考文献[23],令

C4 = a
2
,可得固有基频为:

ω2 =

n2π2
I0

n2π2 D11-B11
2

A11  +
A11

2La
2∫

L

0

dW
dx  

2

dx-I2Ω2-NT+Nr

















 -

Ω2

(36)

其中,Ω 为稳定旋转角速度。计算上式即可获

得固有频率。从非线性固有频率的表达式可知,由
于广义惯量I2 的值很小,故在低转速的情况下,大
范围旋转运动对系统固有频率的影响不大。

3 数值计算

层合梁的长度L=1m,宽度B=0.1m,厚度

H =0.01m,每一铺层的厚度均相等。SMA的相

关参数如表1所示,石墨/环氧树脂铺层的物理参数

如表2所示。层合梁的铺层为8层,纤维丝铺层沿

中 性 面 对 称 布 置,铺 层 与 坐 标 正 方 向 夹 角 为

0°SMA/90°graphite/90°graphite/90°graphite  ,铺 层 是 等 厚

的。初始情况下,ξT0 =0,T0 =20℃,SMA的初

始应力σ0 =0,ε0 =0.2%,VS=3%。
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表1 SMA参数

Tab.1 SMAparameters

参数 数值 参数 数值

EA/GPa 67 CM/(MPa·℃-1) 8

EM/GPa 26.3 CA/(MPa·℃-1) 13.8

Θ/(MPa·℃-1) 0.55 αS/(℃-1) 1.026×10-7

Mf/℃ 9 υS 0.33

Ms/℃ 18.4 ρS/(kg·m-3) 6450

As/℃ 34.5 εL/% 0.067

Af/℃ 49

表2 石墨/环氧树脂铺层的物理参数

Tab.2 Physicalparametersofgraphite/epoxyresinlayer

参数 数值

E1m/GPa 1551-3.53×10-4ΔT  

E2m/GPa 8.071-4.27×10-4ΔT  

G12m/GPa 4.551-6.06×10-4ΔT  

α1m/(℃-1) -0.07×10-6 1-1.25×10-3ΔT  

α2m/(℃-1) 3.01×10-5 1+0.41×10-4ΔT  

ρm/(kg·m-3) 1586

υ12m 0.22

  求解式(36)可得不同角速度时的基频,如图3
所示。由图3可知,在其他条件不变的情况下,转速

增大时,系统的基频减小,但是不同转速下基频的变

化趋势是一致的。

图3 不同角速度时的基频

Fig.3 Fundamentalfrequencyatdifferentangularvelocities
 

即随着温度上升,SMA转变为非晶马氏体时,
基频下降;温度继续上升,SMA转变为马氏体时,基
频上升。在SMA转变为纯奥氏体的过渡阶段,温
度持续上升,热应力增加快于SMA的恢复应力,导
致层合梁刚度减小,基频也随之减小。由图可知,

SMA转变为纯奥氏体的相变温度为74℃,且不随

旋转角速度的变化而变化。
图4是不同初始应变时基频的变化曲线。此时,

设SMA层合梁的旋转角速度恒定,Ω=40rad·s-1。
研究不同初始应变下基频随温度的变化趋势。

图4 不同SMA初始应变时的基频

Fig.4 FundamentalfrequencyofSMAwith
differentinitialstrains

 

图4表明,当温度高于奥氏体起始温度34.5℃
时,SMA产生的拉力变大,从而显著增加了梁的刚

度,导致基频增加。奥氏体温度结束之后,温度升高

对梁的膨胀作用大于SMA恢复应力的收缩作用,
因此基频降低。初始应变的增大可以显著增加转变

为纯奥氏体的温度,最大的转变温度为101℃。
图5是SMA体积分数对基频的影响曲线。

图5 不同SMA体积分数时的基频

Fig.5 FundamentalfrequencyofSMAwith
differentvolumefractions

 

当SMA丝的体积分数变大时,基频的变化幅度更

加显著,即基频曲线切线的斜率更大;而且,所有的基

频变化曲线都经过了(49,223)这个点,该点处的横坐标

为奥氏体结束温度。并且,不同体积分数下,SMA转

变为纯奥氏体的温度是相同的,均为68℃。
研究石墨纤维铺设角度对自由振动的影响,如

图6所示。此时,转速仍然为40rad/s,SMA丝的

铺设角度为定值0°,温度为50℃。由图可知,初始

应变越大,系统固有频率越大。

图6 石墨纤维铺设角度对基频的影响

Fig.6 Influenceoflayingangleofgraphitefiber
onfundamentalfrequency
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图6显示,不同的初始应变下,基频的变化趋势

是相同的,都是随着角度的增加,基频先减小后

增大。
由图7可知,随着温度上升,基频整体呈现出减

小的趋势。

图7 SMA所在层对基频的影响

Fig.7 InfluenceofSMAlayerordinal
onfundamentalfrequency

 

当记忆合金所在的铺层靠近中性面时,系统的

基频比SMA层位于外层时要大。这是由于记忆合

金层位于内层时系统的刚度上升所致,而且SMA
越靠近内层,基频的变化趋势就越缓慢。

在进行相关仿真时,除了长高比之外,其他参数

如转速等,是固定不变的。由图8可知,随着温度的

上升,基频整体呈现出减小的趋势。

图8 长高比对基频的影响

Fig.8 Influenceofaspectratioonfundamentalfrequency
 

长高比增大时,层合梁的固有频率是增大的。
这是因为,厚度是不变的,而长度是厚度的整数倍,
长度增加就使得广义惯量的增幅比刚度的增幅小。

4 结 论

利用 Hamilton变分原理,建立了大范围旋转

运动SMA层合梁的动力学方程,研究了该系统的

自由振动特性。

1)在旋转角速度一定的情况下,当系统处于马

氏体相变的阶段时,系统的基频随着温度的上升而

增大,这是因为在该阶段SMA恢复应力急剧增大,
使得系统刚度增大所致。

2)旋转角速度增大时,基频是减小的,但是旋

转运动对基频的影响有限。

3)SMA铺设角度不变而石墨纤维的角度变化

时,固有频率先减小后增大。

4)SMA铺层靠近中性面时,系统刚度增大、固
有频率减小,随着温度增加,基频更快地衰减为零。

5)层合梁的长高比增大时,基频是增大的。
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附录1:

SMA层的基底材料是环氧树脂,SMA丝内嵌在基底材

料中。相似的,石墨纤维内嵌在环氧树脂层中。

E11 =ES(ζ)VS+E1m 1-VS  

E22 =E2m 1- VS  + VS

1- VS 1- E2m
ES(ξ)  






 






G12 =G12m 1- VS + VS

1- VS 1- G12m
GS(ξ)  






 






GS(ξ)=
ES(ξ)

21+v12S  

α1 =VSαSES(ξ)+ 1-VS  α1mE1m
E11

α2 =E2m
E22

α2m 1- VS  +α2m VS -VS α2m-αS  

1- VS 1- E2m
ES(ξ)  






 






αx =cos2 θk  α1+sin2 θk  α2

ρ=ρSVS+ρm 1-VS  

偏轴方向的刚度系数Q 与材料主轴方向的刚度系数Q
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之间的变换关系为:

Q  = T  T Q  T  
式中:T  是变换矩阵,其表达式如下:

[T]=

cos2β sin2β sinβcosβ
sin2β cos2β -sinβcosβ
-2sinβcosβ 2sinβcosβ cos2β-sin2β

















材料主轴方向的系数为:

[Q]=

Q11 Q12 0

Q21 Q22 0

0 0 Q66

















其中:

Q11 = E11
1-v12v21

,Q12 = v12E22
1-v12v21

,v21 =v12E22
E11

Q21 = v12E11
1-v12v21

,Q22 = E22
1-v12v21

,Q66 =G12

附录2:

纵向位移为:

u(x,t)=- 12∫
x

0

∂w
∂x  2dx+B11

A11
∂w
∂x+

x 1
2L∫

L

0

∂w
∂x  2dx+ B11

A11L
∂w(L,t)
∂x -∂w

(0,t)
∂x    +

B11
A11
∂w(0,t)
∂x

∂u
∂x=- 12

∂w
∂x  2+B11

A11
∂2w
∂x2 +

1
2L∫

L

0

∂w
∂x  2dx+ B11

A11L
∂w(L,t)
∂x -∂w

(0,t)
∂x    

内力为:

N =A11
2L∫

L

0

∂w
∂x  2dx+

B11
L
∂w(L,t)
∂x -∂w

(0,t)
∂x  -NT+Nr

内力矩为:

M =B11

B11
A11
∂2w
∂x2 + 12L∫

L

0

∂w
∂x  2dx+

B11
A11L

∂w(L,t)
∂x -∂w

(0,t)
∂x  















 -

D11
∂2w
∂x2 -MT+Mr

令内力矩对x求二阶偏导:

∂2M
∂x2 = B112

A11 -D11  ∂4w∂x4
(责任编辑 周 蓓)
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