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柔性电子薄膜热弹耦合振动分析
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摘要:针对陕西北人FR400ELS精密涂布机上运动薄膜存在的稳定性问题,对温度作用下运动薄

膜的横向振动特性进行研究。建立薄膜横向振动的动力学方程,将运动薄膜热传导方程与横向振

动方程联立并进行无量纲处理,解耦后得到含有热弹耦合系数的运动薄膜振动方程,应用微分求积

法对此振动方程进行离散。研究了前三阶模态下热弹耦合系数、张力比等参数对运动薄膜的振动

特性的影响。
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Abstract:AimingatthestabilityofmovingfilmonShaanxiBeirenFR400ELSprecisioncoater,
thetransversevibrationcharacteristicsofmovingfilmundertheactionoftemperaturewerestud-
ied.Thedynamicequationofthetransversevibrationofthinfilmisestablished.Theheatcon-
ductionequationandthetransversevibrationequationofmovingthinfilmarecombinedanddi-
mensionlesstreated.Afterdecoupling,thevibrationequationofmovingthinfilm withther-
moelasticcouplingcoefficientisobtained.Thevibrationequationisdiscretizedbythedifferential
quadraturemethod.Theinfluenceofthermoelasticcouplingcoefficientandtensionratioonthe
vibrationcharacteristicsofmovingfilminthefirstthreemodesisstudied.
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  柔性电子薄膜因其“薄”、“柔”的优良特性而被

广泛应用于各类电子产品中,伴随着中国经济的发

展,柔性电子薄膜的需求量逐年加大。在柔性电子

薄膜的印刷过程中,烘干机会对其进行加热烘干,而
温度变化会影响柔性电子薄膜的振动特性,造成高

速运动的柔性电子薄膜剧烈抖动,影响柔性电子薄

膜的套印质量。因此,研究热弹耦合作用下运动柔

性电子薄膜的振动特性,得到不同参数下受温度影

响的柔性电子薄膜的振动规律,对柔性电子薄膜印

刷机的设计、制造以及稳定性分析具有重要意义。
目前,很多学者研究了热弹耦合作用下运动梁、

板、扇形板的振动特性,但对热弹耦合作用下运动薄

膜的振动稳定性研究较少。Lin等[1]采用非线性板

方程,描述了横向荷载作用下具有小弯曲刚度的宽

幅轴向移动腹板的运动,该模型可以模拟纸或塑料

板。Jiang等[2]使用解析解方法,研究了轴向热应力

851  西安理工大学学报JournalofXi’anUniversityofTechnology(2022)Vol.38No.2 



作用下非局部Euler梁的自由振动。Saksa等[3]采

用线性Kirchhoff板理论,用复变函数法分析了正

交各向异性薄板的轴向运动。Saini等[4]在经典

Kirchhoff板理论基础上,利用 Hamilton原理得到

了热弹性平衡和振动控制方程以及前三阶模态的热

位移和频率。Xin等[5]建立了一个考虑两种典型梯

度热环境的简支板,采用模态分解法求解热声响应

控制方程。Yang等[6]利用Hamilton原理建立了随

从力作用下扇形板热弹耦合微分方程,使用微分求

积法得到了扇形板前三阶的无量纲复频率。Wu和

Shao等[7-8]基于VonKarman大挠度理论建立了运

动薄膜非线性强迫振动方程组,研究了薄膜无耦合

工况的振动。Dan等[9]开发了 MATLAB非线性有

限元程序,用于预测柔性电子薄膜运行过程中的温

度场和应力场。Lee等[10]通过考虑辊对辊系统干

燥过程中温度波动引起的热应变,扩展了Shin提出

的运动板张力数学模型,提出了一种新的基于扩展

模型的控制方案,以消除干燥过程中由于热应变引

起的张力扰动。Li等[11]研究了功能梯度夹层板在

热载荷作用下的弯曲响应,得到了体积分数、几何参

数和热载荷对功能梯度夹层板的挠度的影响。文献

[12]利用微分求积法研究了梯度多孔圆板的热振动

特性,得到了空隙分布模式、空隙率系数、温升等因

素对固有频率的影响。Mirtalaie[13]使用微分求积

法研究了功能梯度扇形薄板在热环境中的自由振动

特性,得到了温度场、体积分数、半径比和扇形角对

功能梯度扇形薄板自由振动的影响。Zhao等[14]研

究了轴向运动微纳梁的热弹耦合强迫振动,发现轴

向运动微纳梁的固有频率随轴向速度、小尺度参数

和高长比的增大而减小。
综上,上述文献鲜见对热载荷作用下运动矩形

薄膜横向振动特性的研究。因此,本文将建立考虑

温度作用的运动薄膜横向振动的动力学方程,使用

微分求积法对该动力学方程进行离散化处理,并分

析热弹耦合作用下运动薄膜的振动特性。

1 振动模型的建立

图1为对边张力作用下热弹耦合振动柔性电子

薄膜的动力学模型。图中v为纵向移动速度,a、b
为印刷机构导向辊之间柔性电子薄膜的长度和宽

度,柔性电子薄膜高为h,密度为ρ,弹性模量为Ε,
泊松比为μ,柔性电子薄膜线膨胀系数为αT,设横

向振动位移为w(x,y,t),Tx 与Ty 为单位长度张

力,T0 为柔性电子薄膜的初始温度,假设柔性电子

薄膜温度变化为T =T(x,y,z,t)。

图1 对边张力作用下柔性电子薄膜动力学模型

Fig.1 DynamicmodelofTPUfilmunderoppositeedgetension
 

根据 Hamilton原理,热弹耦合薄板的振动方

程为:

D(∂
4w
∂x4 +2 ∂4w

∂x2∂y2 +∂
4w
∂y4

)+(∂MT

∂x2 +∂MT

∂y2
)+

ρh(
∂2w
∂t2 +2v∂

2w
∂x∂t+v2∂

2w
∂x2

)=0 (1)

式中:MT = EαT

1-μ∫
h
2

-h
2

Tzdz。

如图2所示,取柔性电子薄膜的一个微元体

dxdy 进行分析,柔性电子薄膜变形后的等效合

力为:

图2 柔性电子薄膜微元体的受力

Fig.2 ForceofTPUfilmelements
 

Txdy(θ1+∂θ1∂xdx
)-Txdyθ1 =Tx

∂θ1
∂xdxdy=

Tx

∂(∂w∂x
)

∂x dxdy=Tx
∂2w
∂x2dxdy

(2)

Tydx(θ2+∂θ2∂y
dy)-Tydxθ2 =Ty

∂θ2
∂y
dxdy=

Ty

∂(∂w∂y
)

∂y
dxdy=Ty

∂2w
∂y2
dxdy (3)

根据D’Alembert原理,含有对边张力作用的

柔性电子薄膜的热弹耦合振动方程为:

D(∂
4w
∂x4 +2 ∂4w

∂x2∂y2 +∂
4w
∂y4

)+∂
2ΜΤ

∂x2 +∂
2ΜΤ

∂y2 +

ρh(
∂2w
∂t2 +2ν∂

2w
∂x∂t+ν2∂

2w
∂x2

)-Tx
∂2w
∂x2-Ty

∂2w
∂y2 =0

(4)
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由于运动薄膜在传输的过程中,烘干机热风是

沿z轴向下,所以仅考虑纵向温度变化,因此热传导

方程中的-λ(∂
2T
∂2x+∂

2T
∂2y
)项可忽略不计。此时热

传导方程变为:

∂T
∂t-λ∂

2T
∂2z+βT0

ρCv

∂
∂t
(-z∂

2w
∂2x-z∂

2w
∂2y
)=0

(5)

式中:λ= χ
ρCv

为柔性电子薄膜的导温系数;χ为导

热系数;Cv 为比热容系数;β= EαT

1-2μ
为热应力

系数。
式(4)中变量 MT 含有温度T,式(5)中含有挠

度w,得到方程组:

D(∂
4w
∂x4 +2 ∂4w

∂x2∂y2 +∂
4w
∂y4

)+∂
2ΜΤ

∂x2 +∂
2ΜΤ

∂y2 +

ρh(
∂2w
∂t2 +2ν∂

2w
∂x∂t+ν2∂

2w
∂x2

)-Tx
∂2w
∂x2-Ty

∂2w
∂y2 =0

(6)

∂T
∂t-λ∂

2T
∂2z+βT0

ρCv

∂
∂t
(-z∂

2w
∂2x-z∂

2w
∂2y
)=0 (7)

将下列量无量纲化:T = T
T0
,ξ= x

a
,η= y

b
,

z= z
h
,w = w

h
,r0 = a

b
,k=Ty

Tx
,τ= t

a

 
Tx

ρh
,

c= v
a

 
ρh
Tx

并代入式(6)、(7)得到其无量纲化的

形式:

∂4w
∂ξ4

+2r20 ∂
4w

∂ξ2∂η2
+r40∂

4w
∂η4  +A11·

∂2
∂ξ

+r0 ∂
2

∂η2  MT +(∂
2w
∂τ2 +2c∂

2w
∂ξ∂τ

+c2∂
2w
∂ξ2

)-

(∂
2w
∂ξ2

+kr0∂
2w
∂η2

)=0 (8)

∂2T
∂z2

-A12
∂T
∂τ +A13

1
∂τ
∂2w
∂ξ2

+r0∂
2w
∂η2  z=0

(9)

  其中,A11 = EαTT0h
(1-μ)Tx

,A12 =h2
λ

 
Tx

a2ρh
,

A13 = h4β
a2λρCv

 
Tx

a2ρh
,MT =∫

1/2

-1/2

Tzdz。

设式(8)、(9)的解为:

T(z,τ)=T*(z)ejωτ

w(ξ,η,τ)=W(ξ,η)ejωτ (10)

将式(10)代入式(8)、(9),得到无量纲化的运动

柔性电子薄膜的振动微分方程:

A11(∂
2

∂ξ2
+r0 ∂

2

∂η2
)∫
1/2

-1/2

T*zdz+(-ω2W+2cjω∂W∂ξ
+

c2∂
2W
∂ξ2

)-(∂
2W
∂ξ2

+kr0∂
2W
∂η2

)=0 (11)

  d
2T*(z)
dz2

-A12jωT*(z)+A13jω1∂τ
·

  ∂
2W
∂ξ2

+r0∂
2W
∂η2  z=0 (12)

对式(12)进行求解,得:

T*(z)=c1e
 A12jωz +c2e

 A12jωz + h2β
ρCva2

(∂
2W
∂ξ2

+

r0∂
2W
∂η2

)z (13)

  其中,c1,c2 为待定系数。将式(13)代入式

(11),化简得:

(1+ϑ)(∂
4W
∂ξ4

+2r0 ∂
4W

∂ξ2∂η2
+r04∂

4W
∂η4

)+(-ω2W +

2cjω∂W∂ξ
+c2∂

2W
∂ξ2

)-(∂
2W
∂ξ2

+kr0∂
2W
∂η2

)=0 (14)

  其中,ϑ= EαTT0β
12(1-μ)TxρCv

为柔性电子薄膜

的热弹耦合系数。
柔性电子薄膜在运动的过程中,四周有滚轴和

毛刷的支撑,因此其边界条件可简化为四边简支:

W ξ=0 =W ξ=1 =W η=0 =W η=1 =0
∂2W
∂ξ2 ξ=0

=∂
2W
∂ξ2 ξ=1

=∂
2W
∂η2 η=0

=∂
2W
∂η2 η=1

=0









(15)

2 方程求解

使用微分求积法对式(14)进行离散,得到复特

征值方程:

(1+ϑ)(∑
N

k=1
A 4  

ik Wkj+2r20∑
N

k=1
A 2  

ik ∑
N

m=1
B 2  

jm Wkm +

r40∑
N

m=1
B 4  

jm Wim)+c2∑
N

k=1
A 2  

ik Wkj-∑
N

k=1
A 2  

ik Wkj-

kr20∑
N

k=1
B 2  

jm Wim +2cj∑
N

k=1
A 1  

ik Wkjω-Wijω2 =0

(16)
运动薄膜的边界条件为:

W1j =WNj =Wi1 =WiN =0,(i,j=1,2,…,N)

∑
N

k=1
A 2  

ik Wkj =0,(i=1,N;j=1,2,…,N)

∑
N

m=1
B 2  

jm Wim =0,(j=1,N;i=1,2,…,N)














(17)
将式(16)、(17)合并成矩阵形式,得到运动柔性
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薄膜热弹耦合振动的特征方程:

ω2R+ωG+K =0 (18)
式中:R 为单位矩阵;G、K 为包含长宽比的热弹耦

合系数的矩阵。

3 数值分析

以陕西北人FR400ELS精密涂布机为例,分析

不同热弹耦合系数ϑ、张力比k对运动薄膜振动特

性的影响。凹版印刷机的基本参数如表1所示。
表1 陕西北人FR400ELS凹版印刷机的基本参数

Tab.1 BasicparametersofShaanxiBeiren
FR400ELSprecisioncoater

承印物
印刷最大

幅度/m

印刷最高速度/

(m·min-1)
张力Tx/

(N·m-1)

柔性薄膜 1.25 400 120

  为验证微分求积法应用于本例的有效性,令

ϑ=0,此时式(14)退化为无热风作用的薄膜横向

振动方程,设节点数 N=11,分别求出长宽比r0 =
1.0、r0 =2.0时的运动薄膜的复模态,并将此复模

态与文献[15]进行对比,结果如表2所示。
表2 本文解与文献[15]解析解的对比

(ϑ=0,k=0.2,c=0.164)

Tab.2 Comparisonbetweentheresultinthispaperandthe
analyticalsolutioninliterature[15]
(ϑ=0,k=0.2,c=0.164)

序号

频率

长宽比r0=1.0 长宽比r0=2.0

本文解
文献[15]

解析解
本文解

文献[15]

解析解

1 3.3566 3.3566 4.1266 4.1266

2 4.1266 4.1266 6.3308 6.3308

3 6.2693 6.2690 8.2533 8.2533

  由表2可知,微分求积法得到的结果与文献

[15]解析解得到的结果有很好的一致性,说明可以

使用此方法研究运动薄膜的热弹耦合振动特性。

3.1 热弹耦合系数对柔性电子薄膜振动的影响

图3给出了r0=1.0,k=1.0,ϑ=0.1时,柔
性电子薄膜运动的复模态随无量纲速度c的关系曲

线。当c<2.505时,前三阶复模态的实部为实数,
虚部为0;当2.505≤c≤2.705时,第一阶模态的

实部为0,虚部向两边发散,说明运动柔性电子薄膜

此时发散失稳,这时系统是不稳定的;当c=2.904
时,第一阶模态与第二阶模态发生耦合,此时柔性电

子薄膜运动系统发生耦合颤振。

图3 前三阶复模态随无量纲速度的变化曲线

(r0 =1.0,ϑ=0.1,k=1.0)
Fig.3 Variationcurveofthefirstthreecomplexmode

withdimensionlessvelocity(r0 =1.0,ϑ=0.1,k=1.0)
 

图4给出了r0=1.0,k=1.0,ϑ=0.3时,柔
性电子薄膜运动的复模态随无量纲速度c的关系曲

线。与图3相比,当c<3.802时,运动薄膜前三阶

复模态的实部增大,说明随着热弹耦合系数的增加,
运 动 薄 膜 处 于 稳 定 工 作 状 态 的 区 间 增 大;当

3.802≤c≤4.401时,运动薄膜处于发散失稳状态;
当4.401≤c时,系统重新恢复稳定;当c=4.706时,
前两阶模态发生耦合,此时运动柔性电子薄膜发生

耦合颤振。比较图3、图4可以发现,随着热弹耦合

系数的增加,运动薄膜的前三阶复频率增大,且第一

阶复频率的临界速度同时增加。

3.2 张力比对柔性电子薄膜振动的影响

图5和图6给出了r0 =1.0,ϑ=0.3,k分别

取0.5和1.0时,运动薄膜前三阶复模态与无量纲

速度c之间的关系曲线。由图5可以看出,当c<
3.702时,第一阶模态的实部为实数,运动薄膜处于

稳定的工作状态;当3.702≤c≤4.401时,第一阶

模态的实部为0,虚部向两边发散;当c=4.700时,
第一阶模态与第二阶模态耦合。
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图4 前三阶复模态随无量纲速度的变化曲线

(r0 =1.0,ϑ=0.3,k=1.0)
Fig.4 Variationcurveofthefirstthreecomplexmode

withdimensionlessvelocity
(r0 =1.0,ϑ=0.3,k=1.0)

 

图5 前三阶复模态随无量纲速度的变化曲线

(r0 =1.0,ϑ=0.3,k=0.5)
Fig.5 Variationcurveofthefirstthreecomplexmodewith
dimensionlessvelocity(r0 =1.0,ϑ=0.3,k=0.5)

 

  图6给出了张力比k增加到1.0时,运动薄膜

前三阶复模态与无量纲速度c之间的关系曲线。当

张力比k增加时,第一阶模态的实部处于稳定工作

状态的区间增大。当3.802≤c≤4.401时,运动薄

膜处于不稳定状态;当c=4.700时,第一阶模态与

第二阶模态耦合。可见,张力比的增加会使薄膜稳

定工作的区间增加。

图6 前三阶复模态随无量纲速度的变化曲线

(r0 =1.0,ϑ=0.3,k=1.0)
Fig.6 Variationcurveofthefirstthreecomplexmode

withdimensionlessvelocity(r0 =1.0,ϑ=0.3,k=1.0)
 

4 结 论

本文研究了运动柔性电子薄膜热弹耦合振动下

的振动特性。基于D’Alembert原理构造了热风作

用下的运动薄膜振动方程,使用微分求积法进行求

解,并分析了运动薄膜前三阶复模态与各参数之间

的关系曲线。

1)当热弹耦合系数ϑ=0时,动力学模型退化

为不含热风作用的振动方程,将本文解的前三阶复

频率与文献解析解的前三阶复频率进行对比,验证

了微分求积法的有效性。

2)运动薄膜在烘干机的热风作用下会产生耦

合振动,当其他参数不变时,增大热弹耦合系数,运
动薄膜的前三阶复频率会增大,同时,第一阶模态与

第二阶模态将产生耦合共振,此时运动薄膜会发生
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褶皱、裂纹甚至断裂,因此,需要控制精密涂布机的

烘箱温度,以避免耦合颤振的发生。

3)当其他参数不变,张力比k由0.5增大到

1.0时,运动薄膜第一阶模态发散失稳时的临界速

度增大,表明适当增加运动薄膜的张力比,能使运动

薄膜稳定工作的区间增大。
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