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三参数异形椭球面方程、几何特征及应用前景

武周虎
(青岛理工大学 环境与市政工程学院,山东 青岛266033)

摘要:基于二维异形椭圆方程和三维对流扩散物质的等浓度面方程,定义了半长度、半宽度和半高

度3个独立参数,分别构建了三维空间的Ⅰ型和Ⅱ型异形椭球面———2种三参数闭曲面方程。在

笛卡尔坐标系中,Ⅰ型异形椭球面在yOz平行面上的横截面为椭圆,在xOy和xOz 坐标面上的剖

面曲线均为异形椭圆;Ⅱ型异形椭球面在yOz平行面、xOy和xOz 坐标面上的剖面曲线以及俯视

轮廓线均为异形椭圆,关于坐标面xOz对称,上半部分与下半部分的体积比约为0.8∶1。分析表

明,Ⅰ型和Ⅱ型异形椭球面可以选择整体或分段组合应用于蛋形曲面建筑、民用飞机、船舶形状优

化和工艺品等设计,具有很好的科学研究和应用前景。
关键词:异形椭圆;三参数闭曲面;异形椭球面;几何特征;曲面体设计
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Three-parameterheteromorphicellipsoidsurfaceequation,geometriccharacteristics
andapplicationprospects
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Abstract:Basedonthetwo-dimensionalheteromorphicellipseequationandthethree-dimensional
constantconcentrationsurfaceequationofconvectivediffusionmaterial,threeindependentpa-
rametersofhalflength,halfwidthandhalfheightaredefined,withtwotypesofthree-parameter
closed-surfaceequationsconstructedrespectivelyfortypeIandtypeⅡheteromorphicellipsoids
inthree-dimensionalspace.IntheCartesiancoordinatesystem,thecross-sectionofthetypeI
heteromorphicellipsoidontheyOzparallelplaneisanellipse,andtheprofilecurvesonthexOy
andxOzcoordinateplanesareallheteromorphicellipses;theprofilecurvesofthetypeⅡhetero-
morphicellipsoidsurfaceontheyOzparallelplane,thexOyandxOzcoordinateplanesandthe
topviewcontourlinesareallofheteromorphicellipses.Intermsofthesymmetryofthecoordi-
nateplanexOz,thevolumeratiooftheupperhalftothelowerhalfisabout0.8∶1.Theanalysis
showsthatforTypeIandTypeIIheteromorphicellipsoids,thewholeorsegmentedcombination
canbeselectedtobeappliedtothedesignofegg-shapedcurvedbuildings,civilaircraft,ship
shapeoptimizationandhandicrafts,whichhasgoodscientificresearchandapplicationprospects.
Keywords:heteromorphicellipse;three-parameterclosedsurface;heteromorphicellipsoidsur-

face;geometriccharacteristics;curvedbodydesign

  椭球面是一种二次曲面,它是椭圆在三维空间

的推广[1],蛋形曲线[2-3]绕对称轴旋转180度形成蛋

形曲面,常见的闭曲面类型有球面、椭球面、环形面

和蛋形曲面等。世界各国具有代表性的蛋形仿生建

筑有 中 国 国 家 大 剧 院、日 本 东 京 巨 蛋 (Tokyo
Dome)、英国埃克斯伯里蛋形(ExburyEgg)和印度

孟买赛博蛋形(theCybertectureEgg)等[4]。武周

虎基于河流常系数对流扩散简化方程的解析解,推
导出污染混合区等浓度线方程[5-6],据此定义了只有

单对称轴的二参数平面闭曲线———异形椭圆(Wu’s
曲线)方程,讨论了异形椭圆的几何性质以及在交通

隧道和水工隧洞设计中的应用[7-9]。异形椭圆作为
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重要的数学曲线,在日常生产生活中具有重要应用

价值。
本文基于笔者创建的二维异形椭圆方程和三维

对流扩散物质的等浓度面方程[10],定义纵向半长

度、横向半宽度和垂向半高度3个独立参数,分别构

建三维空间的Ⅰ型和Ⅱ型异形椭球面———2种三参

数闭曲面方程,分析它们的几何特征,探讨它们的应

用前景,为其推广应用提供理论支持。

1 异形椭圆

武周虎[7-9]创建的异形椭圆(见图1)方程为:

y
b  

2

=-ex
2aln

x
2a  ,(0≤x≤2a,-b≤y≤b)

(1)
式中:2a为异形椭圆对称轴(纵向坐标)x方向的长

度;b为非对称轴(横向坐标)y方向的半宽度;自然

常数e≈2.718。值得注意的是,当x=0时,式(1)

中 x
2a  ln x

2a  是一种“未定式”,需采用洛必达法

则计算(下同)。

图1 归一化异形椭圆示意图

Fig.1 Schematicdiagramofanormalized
heteromorphicellipse

 

由图1可以看出,异形椭圆像一个变形的椭圆,
在对称轴Ox的O 端钝胖,远端锐瘦,它是只有单对

称轴的二参数平面闭曲线。异形椭圆宽度(即最大

宽度)相应的纵向坐标为xw=2a/e≈0.368(2a),
接近黄金分割比例,使图形产生美感。异形椭圆4
个顶点坐标分别为(0,0)、(2a,0)、(2a/e,-b)和
(2a/e,b)。

异形椭圆的面积等于其面积系数、长度和宽度

的乘积[7-8],即有面积公式为:

S=μ(2a)(2b) (2)

式中:异形椭圆的面积系数μ = (2
3
)
1.5 πe

2 ≈

0.795。该数值比椭圆的面积系数(=π/4)增大

1.27%。

2 Ⅰ型异形椭球面

2.1 基本方程

基于武周虎[10]水库稳定点源简化三维对流扩

散物质的等浓度面方程,定义三维空间的Ⅰ型异形

椭球面方程为:

y
b  

2

+ z
c  

2

=-ex
2aln

x
2a  , (3)

(0≤x≤2a,-b≤y≤b,-c≤z≤c)
式中:c为非对称轴(垂向坐标)z方向的半高度,其
它符号同前。

当a=2.0、b=c=0.5时,由式(3)绘制Ⅰ型异

形椭球体的三维建模横截面轮廓线,见图2(a);曲
面体效果,见图2(b)。

图2 Ⅰ型异形椭球体的三维建模

Fig.2 3DmodelingofatypeIheteromorphicellipsoid
 

2.2 几何特征分析

由式(3)和图2可以得到如下结果。

1)当x=定值(0<x<2a)时,即在yOz的平行

面上,Ⅰ型异形椭球面的横截面为椭圆。当xw=
2a/e时,Ⅰ型异形椭球面的横截面对应的椭圆最

大,由式(3)得到最大横截面椭圆方程为:

y
b  

2

+ z
c  

2

=1 (4)

该椭圆与Ⅰ型异形椭球面轮廓在yOz坐标面上的

投影曲线重合。

2)当y=0或z=0时,即在xOz或xOy坐标面上,

Ⅰ型异形椭球面的剖面曲线均为异形椭圆,该异形椭圆
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恰好是Ⅰ型异形椭球面轮廓在相应坐标面上的投影曲

线。即在这两个坐标面上的剖面曲线为最大异形椭圆。

3)Ⅰ型异形椭球面左、右、前、后、下和上的6
个顶点坐标分别为(0,0,0)、(2a,0,0)、(2a/e,-b,

0)、(2a/e,b,0)、(2a/e,0,-c)和(2a/e,0,c)。

4)当b=c时,Ⅰ型异形椭球面就是异形椭圆

绕对称轴Ox的180度旋转曲面。
综上,在笛卡尔坐标系中,Ⅰ型异形椭球面的基

本几何特征为:在yOz平行面上的横截面为椭圆,
在xOy和xOz 坐标面上的剖面曲线均为异形椭

圆,在对称轴Ox的O 端钝胖,远端锐瘦。
三维空间的Ⅰ型异形椭球体的体积等于其体积

系数、半长度、半宽度和半高度的乘积[10],即有体积

公式为:

V =φabc (5)

式中:Ⅰ型异形椭球体的体积系数φ=πe2≈4.270
。

该数值比椭球体的体积系数(=4π/3)增大1.94%。

3 Ⅱ型异形椭球面

3.1 基本思路

将只有单对称轴的二参数平面闭曲线———异形

椭圆在三维空间进行推广,定义纵向半长度(a)、横
向半宽度(b)和垂向半高度(c)3个独立参数,构建Ⅱ
型异形椭球面方程,使Ⅱ型异形椭球面在空间直角

坐标面上的剖面曲线和俯视轮廓线均为异形椭圆。

3.2 方程构建

在空间直角坐标系O-xyz中,过原点O 三条坐

标轴Ox、Oy、Oz的正方向符合右手规则,见图2。

Ⅱ型异形椭球面方程构建的方法步骤如下。

1)在y=0的坐标面xOz上,设定Ⅱ型异形椭

球面的剖面曲线为关于Ox 轴上下对称的异形椭

圆,其方程为:

z1
c  

2

=-ex
2aln

x
2a  ,(0≤x≤2a,-c≤z1≤c)

(6)
或

z1 =±c -ex
2aln

x
2a  (7)

式中:z1为Ⅱ型异形椭球面在xOz坐标面上剖面异

形椭圆的垂向坐标,其它符合同前。

2)当x=定值时,即在yOz的平行面上,设定Ⅱ
型异形椭球面的横截面异形椭圆对称轴过Ox轴且平

行于Oz轴。取横截面异形椭圆对称轴的下、上顶点坐

标分别为(y=0,z=-|z1|)和(y=0,z=|z1|),即

有横截面异形椭圆的对称轴垂向高度为2|z1|。设

非对称轴横向半宽度为|yb|。
根据异形椭圆方程的基本形式,则有横截面异

形椭圆方程为:

y
yb  

2

=-ez+ z1
2z1

lnz+ z1
2z1  

(-|yb|≤y≤|yb|,-|z1|≤z≤|z1|) (8)

3)在z=0的坐标面xOy上,设定Ⅱ型异形椭

球面的俯视轮廓(横截面异形椭圆宽度)曲线为关于

Ox轴前后对称的异形椭圆,其方程为:

yb=±b -ex
2aln

x
2a  ,(0≤x≤2a,-b≤yb≤b)

(9)
式中:yb为Ⅱ型异形椭球面在xOy坐标面上俯视轮

廓异形椭圆的横向坐标。
4)将式(7)和式(9)代入式(8)得到Ⅱ型异形椭

球面方程为:

y
b  

2

=e2x
2aln

x
2a  12+z

2c -ex
2aln

x
2a    

-12  ×
ln 12+z

2c -ex
2aln

x
2a    

-12  (10)

定义域为:0≤x≤2a,-b≤y≤b,-c≤z≤c,其中

a、b、c为任意正常数。
当a=2.0、b=c=0.5时,由式(10)绘制Ⅱ型异

形椭球体的三维建模横截面轮廓线和网格剖面,见
图3(a)~(b)。

图3 Ⅱ型异形椭球体的三维建模

Fig.3 3DmodelingofatypeIIheteromorphicellipsoid
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3.3 几何特征分析

由式(6)~式(10)和图3可以得到如下结果。

1)Ⅱ型异形椭球面关于坐标面xOz对称,在

xOz坐标面上的剖面曲线呈现为由式(6)或式(7)
表示的异形椭圆。当xw=2a/e时,Ⅱ型异形椭球

面的横截面对应的异形椭圆最大,由式(10)得到最

大横截面异形椭圆方程为:

y
b  

2

=-ez+c
2cln

z+c
2c  (11)

该异形椭圆与Ⅱ型异形椭球面轮廓在yOz坐标面

上的投影曲线重合。

2)当x=定值时,Ⅱ型异形椭球面的俯视轮廓

线宽度对应的垂向位置与对称轴下顶点之间的距离

为2|z1|/e。则有,该垂向位置坐标为zw=(2/e-1)

|z1|,将式(7)代入后整理得到zw的表达式为:

zw =-c1-2e  -ex
2aln

x
2a  ≈

-0.264c -ex
2aln

x
2a  

(12)

图4给出由式(7)表示的Ⅱ型异形椭球面在

xOz坐标面上的剖面异形椭圆(z1)和由式(12)表示

的俯视轮廓线对应的垂向坐标(zw)曲线。

图4 xOz坐标面上的异形椭圆和

俯视轮廓线对应的垂向坐标曲线

Fig.4 AheteromorphicellipseonthexOzcoordinate
plane,andtheverticalcoordinatecurvecorresponding

tothetopviewcontour
 

由图4和式(12)可知,Ⅱ型异形椭球面的俯视

轮廓线对应的垂向坐标位于z<0的下部区域,其值

随纵向坐标x的分布曲线为半高度(≈0.264c)的下

半异形椭圆。据此得到,Ⅱ型异形椭球面的俯视轮

廓线以下高度占同一横截面总高度的1/e≈0.368。

3)当z=0时,由式(10)得到Ⅱ型异形椭球面

的剖面曲线方程为:

y1 =±b -e2ln
1
2  -ex

2aln
x
2a  ≈

±0.971b -ex
2aln

x
2a  (13)

式中:y1为Ⅱ型异形椭球面在xOy坐标面上剖面异

形椭圆的横向坐标。
图5给出由式(9)表示的Ⅱ型异形椭球面俯视

轮廓异形椭圆(yb)和由式(13)表示的Ⅱ型异形椭球

面在xOy坐标面上的剖面异形椭圆(y1)。

图5 xOy坐标面上的异形椭圆和俯视轮廓线

Fig.5 AheteromorphicellipseonthexOycoordinate
planeandthecontourintopview

 

由图5、式(9)和式(13)可知,Ⅱ型异形椭球面

的俯视轮廓异形椭圆与在xOy 坐标面上的剖面异

形椭圆非常接近,两者具有相同的对称轴长度(2a)
和横向最大宽度对应的纵向坐标(xw=2a/e),横向

坐标y1≈0.971yb(仅相差2.94%)。

4)Ⅱ型异形椭球面左、右、前、后、下和上的6
个顶点坐标分别为(0,0,0)、(2a,0,0)、(2a/e,-b,

-0.264c)、(2a/e,b,-0.264c)、(2a/e,0,-c)
和(2a/e,0,c)。

5)由异形椭圆面积系数分布曲线[9]可知,Ⅱ型

异形椭球面的所有横截面异形椭圆半高度以下面积

均占同一横截面总面积的55.61%。由此可知,Ⅱ
型异形椭球体在xOy 坐标面的上半部分与下半部

分的体积比约为0.8∶1。
综上,在笛卡尔坐标系中,Ⅱ型异形椭球面的基

本几何特征为:在yOz平行面、xOy和xOz 坐标面

上的剖面曲线以及俯视轮廓线均为异形椭圆;关于

坐标面xOz 对称;上半部分体积小于下半部分体

积;在对称轴Ox的O 端钝胖,远端锐瘦;下部宽大、
底部较平坦,上部瘦小、顶部稍尖瘦,形心较低,稳定

性好等特点。

4 应用前景

三维空间Ⅰ型和Ⅱ型异形椭球面可以选择整体

或分段与其它曲面组合应用,也可以选择从纵向坐

标xw=2a/e的最大横截面位置截断,在中间增加

一段最大横截面的“柱体段”,组合形成拟应用对象,
以便获得更大的主体段功用空间。Ⅰ型和Ⅱ型异形

椭球面可以任意选择纵向长度、横向宽度和垂向高

度3个独立参数的数值大小和比例关系。限于篇幅
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和专业技术,下面对Ⅰ型和Ⅱ型异形椭球面(包括组

合体曲面)的应用前景进行探讨,暂不涉及结构分

析、外形参数和流体力学特性等。

1)蛋形曲面建筑

仿生建筑由来已久,世界各国蛋形仿生建筑屡

见不鲜[4]。异形椭圆本身就是一个自然图形[7],根
据Ⅰ型和Ⅱ型异形椭球面的几何特征以及拟设计的

建筑功用需求,合理选择纵向长度、横向宽度和垂向

高度以及笛卡尔坐标系的方向,就可以设计出个性

独特的Ⅰ型或Ⅱ型异形椭球面建筑造型。该类设计

的建筑规模可大可小,可设计成体育场馆、大剧院、
展览馆等,也可设计成住宅、别墅、现代“蒙古包”等。

如果选择对称轴Ox 向上,Ⅰ型异形椭球面可

以设计成高层摩天楼和塔楼的建筑造型,纵向坐标

0<x<xw以下的部分高度可以作为地下层建筑。

2)民用飞机

民用客机机身截面一般分为两种,圆形与多圆

弧。圆形截面由一个完整的圆构成,受力特性好,但
空间利用率较低。多圆截面由多段圆弧和与其相协

调的光滑过渡曲线组成,空间利用率高,但采用 AU-
TOCAD软件进行作图,效率低,无法自动优化[11]。

Ⅰ型和Ⅱ型异形椭球面均具有独立3参数数学

方程,可自动优化满足约束条件的设计方案。按照

Ⅱ型异形椭球面方程构建的方法步骤,就能够更好

地实现典型倒“8”字形机身截面和四段圆弧光滑过

渡形机身截面[12]以及飞机后机身尾段截面[13]的参

数化设计方法。

3)船舶

科学研究与工程实践表明,船舶形状的优化设

计对降低应力集中程度、获得精细化的结构形状、减
小航行阻力、降低运输成本等,具有较高的应用

价值[14-15]。
对船舶而言,采用倒置Ⅱ型异形椭球形(见图

6),既可以实现船体轮廓曲面的平顺光滑,又可以获

得更大的上部功用空间,便于客舱布置与货物装载。

图6 倒置Ⅱ型异形椭球体的三维建模网格剖面

Fig.6 3Dmodelinggridprofileoftheinverted
typeIIheteromorphicellipsoid

 

倒置Ⅱ型异形椭球体上半部分与下半部分的体

积比约为1∶0.8,浮心较高,下部为集中设备安装

和动力层,形心较低,有利于船舶处于稳定平衡

状态。

4)工艺品

Ⅰ型和Ⅱ型异形椭球面方程都具有可任意调整

的3个独立参数,可变换的形状众多,图案具有单轴

对称性,钝胖端与锐瘦端区分明显,异形椭圆最大宽

度位置接近黄金分割比例,使图形产生美感,适合做

工艺品设计。
在对称轴半高度等于横向半宽度(即旋转半径)

条件下,图7给出a=b=c=50mm Ⅰ 型异形椭球

体的3D打印样品(Wu’s夜明珠),它比球形摆放稳

定性好。在对称轴纵向长度2a=55mm、横向宽度

2b=32mm和垂向高度2c=9mm条件下,图8(a)
(b)给出Ⅱ型异形椭球形吊坠的三维设计图案和3D
打印样品,其造型美观大方。

图7 a=b=c的Ⅰ型异形椭球体

Fig.7 TypeIheteromorphicellipsoidwitha=b=c
 

图8 Ⅱ型异形椭球形吊坠

Fig.8 PendantintheshapeofatypeII
heteromorphicellipsoid

 

5 结 论

1)基于三维对流扩散物质的等浓度面方程,定
义了包含半长度、半宽度和半高度3个独立参数的
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Ⅰ型异形椭球面方程,给出在yOz平行面上的横截

面为椭圆,在xOy 和xOz 坐标面上的剖面曲线均

为异形椭圆的几何特征。

2)将只有单对称轴的二维异形椭圆在三维空

间进行推广,构建了三参数Ⅱ型异形椭球面方程,给
出在yOz平行面、xOy 和xOz 坐标面上的剖面曲

线以及俯视轮廓线均为异形椭圆、关于坐标面xOz
对称、上半部分与下半部分的体积比约为0.8∶1的

几何特征。

3)分析表明,Ⅰ型和Ⅱ型异形椭球面的连续

性、光滑性和整体性好,可以选择整体或分段组合应

用于蛋形曲面建筑、民用飞机、船舶形状优化和工艺

品等设计,具有很好的科学研究和应用前景。
致谢 3D打印样品由青岛理工大学兰红波教

授团队提供技术支持,硕士研究生祝帅举、任鹏绘制

了三维建模图。
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