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基于Adomian分解算法的新型分数阶混沌系统
特性分析与FPGA实现
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摘要:混沌电路实现是混沌研究的基础,目前混沌系统的FPGA实现多数采用在 MATLABDSP
Builder平台搭建模型实现,由于分数阶积分器难于构造,该方法适合实现整数阶混沌系统,同时其

他基于分数阶微积分算法的编程实现方法原理复杂,消耗资源多。针对上述问题,提出了一个新型

混沌系统,通过Lyapunov指数,分岔图,平衡点等手段对系统的动力学行为进行了数值分析,进一

步将其拓展到分数阶,给出了系统阶次q为0.8时不同状态下的相图,其结果与分岔图所描述的状

态吻合。最后,采用Adomian分解法实现了该分数阶系统的FPGA硬件电路,通过示波器观察到

混沌相图与数值仿真结果一致,从而验证了该分数阶混沌系统理论分析的正确性及可行性。
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CharacteristicanalysisandFPGAimplementationofanovel
fractional-orderchaoticsystembyAdomiandecompositionalgorithm
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Abstract:Therealizationofchaoticcircuitsisthebasisofchaoticresearch,andatpresentmost
FPGAimplementationsofchaoticsystemsareimplementedbyusingtheMATLABDSPBuilder
platformtobuildmodels.Becausefractionalintegratorsaredifficulttoconstruct,thismethodis
suitableforrealizinginteger-orderchaoticsystems.Atthesametime,otherprogrammingmeth-
odsbasedonfractionalcalculusalgorithmshavecomplexprinciplesandconsumemoreresources.
Inresponsetotheaboveproblems,anewtypeofchaoticsystemisproposed,withthedynamic
behaviorofthesystemnumericallyanalyzedbymeansofLyapunovexponents,bifurcationdia-
grams,equilibriumpoints,etc.Itisfurtherextendedtothefractionalorder,givingthesystem
orderqof0.8,withtheresultsofthephasediagramsunderdifferentstatesbeingconsistentwith
thestatesdescribedinthebifurcationdiagram.Finally,theFPGAhardwarecircuitofthefractional-order
systemisrealizedbytheAdomiandecompositionmethod.Thechaoticphasediagramsareconsistentwith
thenumericalsimulationresultsobservedthroughtheoscilloscope.Thisverifiesthecorrectness
andfeasibilityofthetheoreticalanalysisofthefractionalchaoticsystem.
Keywords:Adomianalgorithm;fractionalorderchaos;bifurcationdiagram;FPGAimplementation

  混沌是指发生在确定系统中的貌似随机的不规

则运动,随着分数阶微积分理论的完善以及一些实

际物理模型展示出分数阶动态特性之后,分数阶混

沌系统的研究愈来愈广泛 [1]。混沌有预测难,对初
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值敏感等特征,适用于密码学领域 [2]以及控制领域
[3]。目前主要有模拟电路和数字电路两种实现方

式,模拟电路容易受到环境和器件老化的影响,从而

使它的实际应用受到限制 [4],数字电路则很好地解

决了这些问题。
文献[5-7]都是用DSP平台实现混沌系统数字

电路,目前,部分分数阶混沌的硬件实现基于DSP
平台,但是由于自身生成序列较慢,此方法适合应用

于对速度要求不高的系统。

FPGA具有并行运行,速度快,占用资源少等的

特点,更易于实现复杂分数阶混沌系统 [8]。文献

[9]通过编程在FPGA上实现了整数阶混沌系统。
文献[10]在 MATLABDSPBuilder平台搭建电路

实现了混沌系统。分数阶混沌系统大多通过编程实

现各种分数阶算法来硬件实现混沌系统。文献[11]
通过利用Grunwald-Letnikov定义法编程与短记忆

规则在FPGA上实现了分数阶混沌。文献[12-13]
通过在 MATLABDSPBuilder平台搭建模型,再将

生成文件导入到FPGA中实现混沌,论证了利用

MATLABDSPBuilder平台也可以实现分数阶混

沌,但是这种方法实现分数阶系统需要构建分数阶

积分器,增加了实现难度。文献[14]详细介绍了一

种新的解决分数阶混沌的算法———Adomian算法。
该方法提出后,越来越多的学者投入到了对此方法的

研究当中[15-17]。对于同一个分数阶混沌系统硬件实

现,Adomian分解法消耗的资源是Grunwald-Letnikov
定义法的一半左右,产生的伪随机数最高频率却比

Grunwald-Letnikov定义法高四分之一左右 [18]。
电路实现是混沌系统实际应用的基础,总体上

来说,目前通过FPGA实现分数阶混沌系统的方法

可以分为两种,一种是利用编程实现混沌,一种是在

MATLABDSPBuilder平 台 搭 建 电 路 自 动 生 成

VHDL语言实现。在 MATLABDSPBuilder平台

上实现分数阶混沌需要构造积分器,采用编程的方

法实现分数阶混沌不用构造特定积分器但是追求消

耗资源更少,更易理解的分数阶方程解法。
根据现有研究,本文构造了一个新的四维超混

沌系统,取初值为[1,3,5,6],对其进行了Lyapunov
指数、耗散性、平衡点分析,发现其有丰富的动力学

特性。推导得出其分数阶混沌系统,在分数阶阶次

为0.8阶时,对这个分数阶系统进行相图,分岔图特

性分析,最后在FPGA上采用Adomian分解法编程

实现了该分数阶混沌,验证了采用Adomian分解法

实现分数阶混沌的可实现性,为后期混沌系统的实

际应用奠定了基础。

1 新型混沌系统建模及动力学行为分析

1.1 系统设计

一个新型整数阶混沌系统的数学模型见式(1),
其中x,y,z,w 为系统状态变量,a,b,c为系统参数。

x
·
=-ax+yz

y
·
=xz-y3

z
·
=-bxy+cz+w

w
·

=x-z

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(1)

1.2 系统特性分析

根据系统数学模型,有:

0=-ax+yz
0=xz-y3

0=-bxy+cz+w
0=x-z

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(2)

该方程有三个平衡点,分别为:S1 = (0,0,0,

0),S2 = (-18.520,7,-18.520,-351.885),

S3 =(18.520,7,18.520,351.885)
在平衡点处将系统线性化,并带入平衡点,可以

得到雅可比矩阵:

J1 =

-7 0 0 0
0 0 0 0
0 0 9 1
1 0 -1 0
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J2 =

-7 -18.520 7 0
-18.520 -147 -18.520 0
-28 74.08 9 1
1 0 -1 0
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J3 =

-7 18.520 7 0
18.520 -147 18.520 0
-28 -74.08 9 1
1 0 -1 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
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(5)

取a=7,b=4,c=9得系统1各平衡点特征值

见表1。根据Routh-Hurwitz判据 [19],可以得到系

统三个平衡点均为不稳定鞍焦点。

表1 各个平衡点的特征值

Tab.1 Characteristicvaluesofeachbalancepoint

λ S1 S2 S3

λ1 0.013 0.013 8.89
λ2 1.79+19.02i -1.79+19.02i 0.11
λ3 1.79-19.02i -1.79-19.02i 0.00
λ4 -141.44 -141.44 -7.00

当系统a=7,b=4,初值为[1,3,5,6]时,得到

了系统随参数c变化的Lyapunov图(见图1),可以
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看出参数c在[0,6.78]范围内时,Lyapunov指数变

化不明显,只有一个Lyapunov指数为明显负数,系
统在伪周期态,混沌态,超混沌态来回变化。参数c
在[6.78,15]范围内时,有两个正的 Lyapunov指

数,一个接近零的Lyapunov指数,一个负的Lya-
punov指数,系统处于超混沌状态。

图1 Lyapunov指数图

Fig.1 Lyapunovindexgraph
 

  在分岔图(见图2)可以看到,当参数c范围在

[4,4.83]时,系统处于周期态,当参数c 范围在

[4.83,10]时,系统处于混沌状态。图3给出了c=
9时系统的混沌相图,图4给出了c=4.3时系统周

期态相图。

图2 系统分岔图

Fig.2 Systembifurcationdiagram
 

图3 整数阶系统混沌相图

Fig.3 Chaoticphasediagramofintegerordersystem
 

图4 整数阶系统周期态相图

Fig.4 Phasediagramoftheperiodicstateofinteger-ordersystem
 

2 新型混沌系统建模及动力学行为分析

2.1 分数阶系统设计

将混沌系统1扩展得到分数阶混沌,其数学模

型见式(6),D 是q 阶微分算子,t0 为积分下限,t为

积分上限。

t0D
q
tx =-ax+yz

t0D
q
ty =xz-y3

t0D
q
tz=-bxy+cz+w

t0D
q
tw =x-z

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(6)

当a=7,b=4,c=9,系统阶数q=0.8时,系统

初值取[1,3,5,6],系统表现出丰富的动力学行为,
见图5。

2.2 分数阶系统特性分析

当分数阶系统参数取a=7,b=4时,q=0.8,参
数c在[9,12]之间的分岔图变化见图6(a),可以看

到当参数a=7,b=4,c=9时,系统处于混沌状态。
参数c在[32,36]处的分岔图见图6(b)所示,当参

数c取值在35左右时,可以看出系统在此阶段处于

周期态,其周期态相图见图7。
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图5 分数阶系统相图

Fig.5 Fractionalsystemphasediagram
 

图6 分数阶系统分岔图

Fig.6 Bifurcationdiagramoffractionalordersystem
 

图7 分数阶系统周期态相图

Fig.7 Phasediagramoftheperiodicstate
ofthefractionalordersystem

 

3 分数阶混沌系统FPGA实现

Adomian分解法的关键点就是 Adomian多项

式分解,把非线性方程中的非线性项分解成多项式。
对于分数阶混沌系统:

t0D
q
tx(t)=f(x(t))+g(t) (7)

f(x(t))表示的混沌系统中的全部函数式(线
性项和非线性项),x(t)是函数变量,g(t)是常数,
将其分解为下式:

t0D
q
tx(t)=L(x(t))+N(x(t))+gt  (8)

初始条件为:

x(k)(t+0)=bk,k=0,…,m-1 (9)

L代表线性部分,N 代表非线性部分,b为初始

值,对式(8)两边积分得到:

x=Jq
t0L(x)+Jq

t0N(x)+Jq
t0g+f (10)

根据 Adomian分 解 原 理,方 程 的 解 可 以 表

示为:

x=∑
တ

i=0
pi (11)
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将式(10)中非线性项按下式分解:

Aj
i = 1j

[d
i

dλiN(Vj
i)]λ=0

Vj
iλ=∑

i

k=0
λkxk

j

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(12)

其中非线性相用下式表示:

N(x)=∑
တ

i=0
Ai(P0,P1,...Pi) (13)

方程的解可以表示为:

x=∑
တ

i=0
Pi =

  ∑
တ

i=0
Jq

t0L(x)+∑
တ

i=0
Jq

t0N(x)+

  ∑
တ

i=0
Jq

t0g+φ

(14)

对分数阶系统中的非线性项按上述进行分解,
可以得到分数阶系统的解:

x(t)=x(t0)+∑
6

j=1c
j
x
(t-t0)jq
Γ(jq+1)

y(t)=y(t0)+∑
6

j=1c
j
y
(t-t0)jq
Γ(jq+1)

z(t)=z(t0)+∑
6

j=1c
j
z
(t-t0)jq
Γ(jq+1)

w(t)=w(t0)+∑
6

j=1c
j
w
(t-t0)jq
Γ(jq+1)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(15)

运用Adomian分解法实现此分数阶混沌,相当

于实现若干个类似整数阶的分解式子,首先将初值

[1,3,5,6]赋值给第一次迭代,再将第一次迭代值赋

值给第二次迭代,以此类推,迭代次数越多,得到最

终值越精确,同时,其分解后得到的式子就是离散

的,不需要再次进行离散化。分数阶运算可能导致

乘法器不够用,所以乘法器采用分时复用方式实现,
式子中的Gamma函数可视为常数。

FPGA有浮点数,定点数两种数据方式,浮点数

虽然精度高但是占用的资源远远大于定点数,综合

考虑,本系统采用42位有符号定点数实现,取1个

符号位,14个整数位,27个小数位。编译完成后,通
过数模转换AN9767将输出转换为模拟信号在示波

器上显示。
图8为示波器中观察到混沌相图,可以观察到

这些相图与数值仿真得到的混沌相图一致,印证了

使用Adomian分解法实现分数阶混沌系统的可行

性,图9为FPGA硬件实现效果。

图8 示波器上观察到的相图

Fig.8 Phasediagramobservedonoscilloscope
 

图9 FPGA硬件实现效果

Fig.9 FPGAhardwareimplementationeffect 

4 结 论

混沌电路实现是混沌系统研究不可缺少的一

步,数字电路的实现更能验证混沌系统的可行性。
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针对目前分数阶混沌系统实现复杂的问题,本文在

一个新的整数阶混沌系统基础上构建一个新的分数

阶混沌系统,在阶数q=0.8,初始值取[1,3,5,6]
时,通过分岔图,平衡点等手段对其动力学行为进行

了理论分析,验证其混沌特性。Adomian分解法易

于理解,相比其他方法,适合于求解分数阶混沌系

统。在数字电路FPGA实现方面具有占用资源少,
产生的伪随机数最高频率高等优势。最后本文采用

Adomian分解法,在FPGA上编程实现了该分数阶

混沌系统,在示波器上获得这个分数阶系统混沌相

图,与数值仿真结果一直,验证了基于 Adomian分

解法实现分数阶混沌的可实现性。
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