
DOI:10.19322/j.cnki.issn.1006-4710.2023.01.008 https://xuebao.xaut.edu.cn
引文格式:付天一,丁根宏,田王达,杨雅朝.基于解析几何的无人机编队定位与调整策略[J].西安理工大学学报,2023,39

(1):79-88.
FUTianyi,DINGGenhong,TIANWangda,YANGYazhao.ResearchonUAVformationpositioningandadjust-
mentstrategybasedonanalyticgeometry[J].JournalofXi’anUniversityofTechnology,2023,39(1):79-88.

收稿日期:2022-12-06; 网络首发日期:2023-02-25
网络首发地址:https://kns.cnki.net/kcms/detail//61.1294.N.20230224.1455.002.html
基金项目:国家自然科学基金资助项目(12271140)

第一作者:付天一,男,本科,电力系统及其自动化专业。E-mail:2005020218@hhu.edu.cn
通信作者:丁根宏,男,博士,教授,研究方向为优化与建模、算法设计。E-mail:dinggenhong@126.com

基于解析几何的无人机编队定位与调整策略

付天一1,丁根宏2,田王达1,杨雅朝1

(1.河海大学 能源与电气学院,江苏 南京211100;2.河海大学 理学院,江苏 南京211100)

摘要:针对无人机编队中的无源定位问题,基于三角函数推导,对仅能接收夹角信息的无源定位圆

形编队建立了定位的几何模型,并利用三角函数关系,结合解析法,讨论了仅已知部分无人机编号

的情况;基于几何模型给出了编队初始略有偏差的调整策略;在编队队形发生改变的情况下,利用

解析几何构建定位模型,实现新队形下的精确定位。结果表明:针对圆形编队三点定位问题,基于

严谨的数学几何解三角形计算,建立接收信号无人机的定位模型,结果具有较高的准确性;针对圆

形编队两点定位,第三点编号未知的情况下的定位问题,构建了基于无人机感知方位判定编号的解

析模型,充分考虑到了接收信号的无人机的位置偏差大小与增加数量的关系,具有较好的普适性;
针对圆形编队三架无人机实现队形调整策略问题,基于贪心策略,构建迭代调整模型,模型与解决

问题的适配程度较高。
关键词:无源定位;三角学;解析几何;贪心策略
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Abstract:ForthepassivepositioningquestioninUAVformations,ageometricmodelforpositio-
ningisestablishedbasedonthederivationoftrigonometricfunctionsforpassivepositioningcircu-
larformationsthatcanonlyreceivepinchangleinformation,withthecasewhereonlysomeofthe
UAVnumbersareknowndiscussedusingtrigonometricrelationscombinedwiththeanalytical
method;anadjustmentstrategyfortheinitialslightdeviationoftheformationisgivenbasedon
thegeometricmodel.Inthecasewheretheformationchanges,ananalyticalgeometrymodelis
usedtoconstructapositioningmodeltoachieveprecisepositioninginthenewformation.There-
sultsshowthat:forthethree-pointpositioningquestionofcircularformation,thepositioning
modelfortheUAVreceivingsignalsisbasedontherigorousmathematicalgeometrytosolvethe
trianglecalculation,andtheresultsarehighlyaccurate;forthepositioningquestionofcircular
formationwithtwopointsandunknownnumberofthethirdpoint,ananalyticalmodelbasedon
theUAVsensingorientationdeterminationnumberisconstructed,fullytakingintoaccountthe
positiondeviationoftheUAVreceivingsignals.TherelationshipbetweenthesizeoftheUAVs
andthenumberofincreasesistakenintoaccount,whichisofagooduniversality;fortheques-
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tionofachievingaformationadjustmentstrategyforthreeUAVsinacircularformation,aniter-
ativeadjustmentmodelisconstructedbasedonagreedystrategy,andthemodelishighlyadapted
tothequestion.
Keywords:passivepositioning;trigonometry;analyticgeometry;greedystrategies

  有源雷达是领土防空的重要支撑,但是有源雷

达面临着电了干扰、反辐射武器攻击、低空/超低空

突防等一系列威胁。有源探测定位技术的观测站需

要不断向外发出电磁信号,很容易被敌方发现并遭

到针对性的打击和干扰,即暴露出隐蔽性差、抗干扰

和抗侦察能力差等问题[1-2]。无源定位技术采用被

动的探测方式工作,各观测站并不主动向外发射信

号,而是接收来自辐射源的电磁信号并进行处理和

分析进而实现对目标的定位和跟踪。具有无需主动

发射脉冲、可全时工作、不受发射机静默周期限制、
安全性高、性能更加稳定可靠的优势[3-5],是现代一

体化防空系统的重要组成部分,并正在成为定位技

术的主流研究方向。
根据观测站的数量不同,无源定位系统可以分

为单站无源定位系统和多站无源定位系统。单站无

源定位系统仅利用一个观测站对被测目标辐射源的

状态参数进行估计,不需要多个观测站之间的信息

通信及时钟同步,虽然成本较低,机动性强,但是为

获得较高的定位精度需要对辐射源进行长时间多次

测量,因此定位所需时间较长,且收敛速度较慢,难
以及时获取目标的实时精确参数。而多站无源定位

系统利用多个无源观测站协同对目标进行定位,可
以获得更多的观测信息量,以保证定位精度,其缺点

在于各站之间时间同步与空间校准难,通信带宽受

限和数据交互频繁,系统复杂度比较高,一定程度上

降低了其实用性和时效性[6-8];单站定位系统可有效

规避时间同步、空间校准等问题[9-13]。
无人机(unmannedaerialvehicle,UAV)具有行

动灵活、机动性高、使用简便、隐蔽性强等优点,可以

实现对目标的侦查、定位跟踪甚至精确打击,成为现

代战场上不可或缺的重要力量。此外,由于无源探

测设备简单、重量轻,可以与载重量较小的UAV很

好地适配,而 UAV也在无源定位领域开始发挥越

来越重要的作用[14-18]。在执行任务的过程中,单一

无人机存在成功率相对较低、容错率低以及在紧急

情况下应对能力较差的问题。无人机群具有高立体

性和高信息性,可以将其作为无源定位的载体进而

发挥团体协作优势,实现对目标的实时监控和定位。
采用无人机群进行无源定位的方式具有成本低、定

位精度高、反应时间短等优势。能够有效解决采用

雷达数字信号进行无源定位时存在的时差以及通信

尺度不唯一的问题。
纯方位无源定位可作为无人机编队飞行过程中

有效减少向外发射电磁波信号的方案。在该方法

中,部分无人机向外发射信号,其余无人机接收并实

现目标的定位。然而现有的纯方位量测模式下仍存

在问题,如多 UAV协同定位以及对跟踪快速移动

的目标时误差不能收敛到零。因此,对于如何提高

针对快速移动目标的定位精度和减小定位误差有待

研究[19-23]。
本文基于三角函数原理进行了无源定位问题的

推导,建立了无人机编队定位的几何模型,并利用三

角函数关系结合解析法,讨论了仅已知部分无人机

编号的情况;之后基于几何模型给出了无人机编队

初始略有偏差的调整策略;在编队队形发生改变的

情况下,利用解析几何构建定位模型,实现新队形下

的精确定位。

1 问题描述

研究最常见的无人机圆形编队,一架无人机(编
号为F0)位于圆心处,其余无人机(编号F1~FN)均
匀分布在某圆周上,整个编队的无人机在飞行时均

保持在同一高度。
问题A:位于圆心的无人机F0和编队中另2架

无人机发射信号,其余位置略有偏差的无人机接收

信号,当发射信号的无人机位置无偏差且编号已知

时,如何确定接收信号的无人机的定位模型?
问题B:某位置略有偏差的无人机除了接收到

F0和F1发射的信号,还另接收到编队中编号未知的

无人机发射的信号,若发射信号的无人机位置无偏

差,除F0和F1外,如何确定能实现无人机有效定位

的需要发射信号的无人机数量?
问题C:若圆形编队的半径为100m,且初始时

刻无人机的位置略有偏差。现要求选择F0无人机

和圆周上的最多3架无人机来发射信号,其余无人

机接收信号并调整到理想位置,使所有无人机最终

均匀分布在某个圆周上,如何设计出具体合理的无

人机位置调整方案? 本文符号含意见表1。
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表1 符号说明

Tab.1 Symboldescription

符号 说明 单位

R 无人机圆形编队的半径 m

r
圆周上无人机偏差 范 围 圆 的

半径
m

Pn
i

编号为i的无人机第n 次调整

前的极坐标位置
/

Qi
编号为i的无人机最终目标位

置极坐标(基准位置)
/

2 研究方法

2.1 模型假设

被动接收信息的无人机的位置“略有偏差”是
指:偏差没有小到可以基本认为在目标位置,也没有

大到无法判断其他各个无人机的相对位置。处于某

一较小的合适范围。不考虑无人机内接收信息测量

夹角的传感器接收信息的噪声以及测量角度的误

差。同时,为阐述清晰,以中等规模的无人机编队为

例,选取无人机架数为10架。

2.2 模型建立

问题A的分析:在问题A中,初始为圆形编队,
各自编号已知,且基准队形固定,圆心的F0无人机

及圆周上发射信号的无人机位置不会有偏差,圆周

上其余不发射电磁波的无人机位置略有偏差,且无

人机仅能探测各个信号之间的夹角信息。由于圆心

的无人机始终会发射信号,与其余圆周上的两架无

人机始终会构成以半径为腰的等腰三角形,各个三

角形之间可以仅仅利用顶角大小区分。如上,可建

立极坐标系,依据发射信号的三架无人机构成的等

腰三角形顶角的大小来进行分类讨论。同时,其余

某一无人机与三点连线的夹角也为已知量。在极坐

标体系下,结合正弦定理等三角学定理列出方程组,
可解出接收信号无人机的极坐标,即可实现依据接

收信号的无源定位。针对接收信号的无人机所处的区

域不同,直线OA、OB、AB将整个平面分为若干个区域

(见图1)。对于∠OAB和∠OBA的对角的内部这两个

在圆外的范围,由于无人机在出现位置偏差时的偏差

程度很小(为“略有偏差”的程度),因此认为无人机

不可能出现在这两个区域。因此只需分析图1所示

的4种情况即可,分别对应P1、P2、P3、P4,而这4
种情况分别表示接收信号的无人机位于ΔOAB 中

OA 边以下的区域(情况1),ΔOAB 中OB 边左上方

的区域(情况2),∠AOB 内部的区域(情况3)以及

∠AOB 的对顶角内部的区域(情况4)。

本文设OA 为极坐标极轴,由于理想情况下,均
匀分布在圆周上的两相邻无人机与圆心连线的夹角

最小为β=(360/9)°,并且此时发射信号的无人机位置

无偏差,故此时∠AOB= (k-1)β,k∈{2,3,4,5}。

图1 问题A三个方位偏差情况示意图

Fig.1 QuestionAschematicdiagram
ofthreeazimuthdeviations

 

对于情况1,如图2所示,设P1极坐标为(ρ1,

θ1),ρ1>0,θ1∈(0,2π),故∠AOP1=2π-θ1。

图2 问题A情况1
Fig.2 QuestionAcase1

 

如图,由几何关系可得:

∠OBP1=π-α1-(2π-θ1)-∠AOB (1)

∠OAP1=π-α2-(2π-θ1) (2)
故在ΔP1OB 中,由正弦定理可得:

sinα1
R =sin

[π-α1-(2π-θ1)-(k-1)β]
ρ1

(3)

在ΔP1OA 中,由正弦定理可得:

sinα2
R =sin

[π-α2-(2π-θ1)]
ρ1

(4)

解得:

θ1=arctansinα2sin
[α1+(k-1)β]-sinα1sinα2

sinα2cos[α1+(k-1)β]-sinα1cosα2

ρ1=
sin(α2-θ1)
sinα2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5)
对于情况2,如图3所示,设P2极坐标为 (ρ2,

θ2),ρ2>0,θ2∈(0,2π)。
如图3,由几何关系可得:

∠OBP2=π-α1-(θ2-∠AOB) (6)

∠OAP2=π-α2-θ2 (7)
故在ΔP2OB 中,由正弦定理可得:

sinα1
R =sin

{π-α1-[θ2-(k-1)β]}
ρ2

(8)
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图3 问题A情况2
Fig.3 QuestionAcase2

 

在ΔP2OA 中,由正弦定理可得:

sinα2
R =sin

(π-α2-θ2)
ρ2

(9)

解得:

θ2=arctansinα2sin
[α1-(k-1)β]-sinα1sinα2

sinα1cosα2-sinα2cos[α1-(k-1)β]

ρ2=
sin(α2+θ2)
sinα2 R

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(10)
对于情况3,如图4所示,设P3极坐标为(ρ3,

θ3),ρ3>0,θ3∈(0,2π)。

图4 问题A情况3之一

Fig.4 QuestionAoneofcase3
 

由几何关系可得:

∠OBP3=π-α1- (∠AOB -θ3) (11)

∠OAP3=π-α2-θ3 (12)

  而当P3位于ΔAOB 内时,如图5所示,各角度

关系不发生改变,故模型方程不变。

图5 问题A情况3之二

Fig.5 QuestionAtwoofcase3
 

故在ΔP3OB 中,由正弦定理可得:

sinα1
R =sin

{π-α1-[(k-1)β-θ3]}
ρ3

(13)

  在ΔP3OA 中,由正弦定理可得:

sinα2
R =sin

(π-α2-θ3)
ρ3

(14)

解得:

θ3=arctansinα2sin
[α1+(k-1)β]-sinα1sinα2

sinα2cos[α1+(k-1)β]+sinα1cosα2

ρ3=
sin(α2+θ3)
sinα2 R

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(15)
对于情况4,如图6所示,设P4极坐标为 (ρ4,

θ4),ρ4>0,θ4∈ (0,2π),故∠AOP4=2π-θ4。

图6 问题A情况4
Fig.6 QuestionAcase4

 

由几何关系可得:

∠OBP4=π-α1-(θ4-∠AOB) (16)

∠OAP4=π-α2-(2π-θ4) (17)
故在ΔP4OB 中,由正弦定理可得:

sinα1
R =sin

{π-α1-[θ4-(k-1)β]}
ρ4

(18)

在ΔP4OA 中,由正弦定理可得:

sinα2
R =sin

[π-α2-(2π-θ4)]
ρ4

(19)

解得:

θ4=arctansinα1sinα2-sinα2sin
[α1-(k-1)β]

sinα2cos[α1-(k-1)β]+sinα1cosα2

ρ4=
sin(α2-θ4)
sinα2 R

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(20)
上述4种情况涵盖了接收信号的无人机的几乎

所有飞行范围。而具体的求解过程是在两个三角形

中运用正弦定理,再将两个方程联立,得到关于ρ和

θ的二元方程组,即可求出接收信号的无人机的具

体位置。即为关于被动接收信号的无人机的定位

模型。
问题B的分析:问题B依旧以10架无人机为

例,编队仍为圆形编队,但此时,除F0、F1以外的其

余无人机都失去了编号信息。由第一问的机理分

析,编号信息可以使接收信号无人机与基准圆形对

应得出提前存储的此时的目标角度,即为无人机调

整的目标角度;还可使无人机对照基准圆形得出信

号源飞机的位置从而进行定位。编号信息为定位模

型的基本信息,不可缺失。因此,此问题可转化为:
通过再加入多少架没有编号这一定位信息的无人

机,可判断出某一架无人机的编号,从而实现三点定
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位。因此,本问无人机需要具有判断未知编号无人

机与F0和F1之间信号夹角的相对大小从而判断编

号的能力。考虑接收信号无人机偏差极小与偏差极

大两种极限情况,加入的无人机架数与接收信号无

人机的偏差范围有关。由此,本问要设定偏差范围

的大小,即设定偏差范围的解析表达式,同时由于

F0、F1两条信号夹角固定,因此该点的可能位置将

在一个圆弧上活动,也可得出其解析表达式。因此,
本问采用解析法,通过对于活动范围的解析式,判断

另外到来的信号通路是否具有唯一性;若不具有,则
添加对应个数。

除F0、F1外,无人机接收到的信号中,失去了编

号信息,由问题A中的模型可知,已知编号情况下,
需三点才可实现定位。因此,可将问题B做如下转

化:除F0和F1外,再接收到多少个来自未知编号无

人机的信号,可确定其中某一架无人机的编号? 由

于接收的信号中,存在两条已知编号的信息,为此,
本文提出一种“基于无人机自主感知未知编号信息

相对于已知的方向,来判断发送者编号”的思想。
如图7所示,P(a,b)(设为:F2)在 H附近产生

偏差,其偏差范围用圆来表示,即为☉H,半径为r。
由于∠F0PF1 为已知,P 点将在由F0、F1、P 确定

的圆上,解析式为:

p(a,b)

F0(0,0)

F1(R,0)

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ⇒☉H∶x2+y2+Ax+By+C=0⇒

A=-R

B=aR-a
2-b2

b
C=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(21)

  同时,P 点的偏差范围需在☉H 内,因此P(a,

b)需满足:
[a-Rcos(40°)]2+[b-Rsin(40°)]2≤r2 (22)
则弧AS︵ 的范围可表示为:

x2+y2-Rx+Ra-a2-b2
b y=0

[a-Rcos(40°)]2+[b-Rsin(40°)]2≤r2 (23)

此范围可看作接收信号无人机实际的可偏差范

围。若转换参考系,从接收信号无人机角度,可等效

为其余F3~F9各有一段,与AS︵ 同形,但中心对称

的一段可移动范围。以F3为例,即为如图7所示的

红色F3
︵ ,解析表示为:

F3︵
x=-x+(a-Rcos(80°))

y=-y+(b-Rsin(80°)) 代入 ⇒
x2+y2-Rx+Ra-a2-b2

b y =0

[a-Rcos(40°)]2+[b-Rsin(40°)]2 ≤r2 (24)

图7 问题B解析法示意图

Fig.7 QuestionBschematicdiagram
ofanalyticalmethod

 

  其余F4~F9弧段的解析表示同理,每个弧段的

物理意义可表示为:若P 位置固定,其余无人机将

有如此的移动范围。从接收信号无人机引出一条射

线,表示信号探测器的探测路径,若此路径同时与多

个弧段有交点,则表示会发生信号干扰,因此,所有

与此路径相交的弧段上的那架无人机,都需给P 发

送信号。采用解析判定方法,射线方程如下:

y-b=k(x-a) k∈(-∞,+∞) (25)
当k取不同值时,射线可扫过整个平面 (模拟

无人机探测信号过程),分别将射线方程与按公式

(24)所示方式列出的F3~F9弧段方程联立,判断解

的个数,之后取最多的个数,即为某个视角下会存在

的干扰数量。若要消除干扰,需使得互相干扰的无

人机全部为发信号的无人机。同时可知,当P 点坐

标(a,b)固定时,上述每个方程组联立后可转化为一

元二次方程,利用根的判别式即可判定解的个数,即
可得出某个视角下会存在的干扰数量。

问题C的分析:依然延续10架无人机的圆形

编队,但发射信号的无人机并不固定,阵型初始与基

准阵型(9架飞机均在圆上)略有偏差,每次选择F0
及圆周上至多三架无人机发射信号,实现全部无人

机的纯方位无源定位,同时做出相应调整,使整个编

队的所有无人机能够慢慢达到理想位置。由于编号

已知,且F0始终为发射信号无人机之一,而其余的

无人机均在圆周附近,因此可考虑沿用问题A中的

三点定位法,在圆周上再选取两个无人机发射信号,
即可实现夹角信息到坐标信息的转换。由于无人机
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无法理解坐标信息,仅存储正确的夹角信息,因此每

次依据发射信号无人机仅仅会将夹角调整为自己

“认为”正确的存储值,而无法得知发射信号无人机

是否处于圆形编队的正确位置。因此,调整策略的

选取不同,也将会导致整体收敛情况的不同(甚至有

可能无法收敛)。由于调整目的为使队伍收敛至正

确位置,因此,若采取三角定位法,两架圆周上的发

射信号无人机的选取需为整个圆周上偏差最小的。
首先依次检查并选出最小偏差的3架无人机,再依

次调整,计算调到的坐标,之后再次依次检查,开始

下一次迭代。最终整体偏差程度将收敛到某一很小

的值。具体迭代调整流程如图8所示。

图8 问题C调整迭代流程

Fig.8 QuestionCadjusttheiterationprocess
 

无人机每次调整位置后的所在位置为Pin(ρin,

θin),i∈{0,1,…,9},n∈Z+。如图9所示,无人

机的目标位置即为基准阵型各自位置,基准目标位

置记为Qi。

图9 无人机编队基准位置

Fig.9 BenchmarkpositionofUAVformation
 

min∑
9

i=1
|Pn

iQi| i∈ {0,1,…,9},n∈Z+

(26)
即让所有点到目标点的距离之和尽可能小。调

整前:易知,发射信号无人机偏差越小,基于此的定

位调整也将向更优的方向发展。因此在每次调整

前,先筛选与目标位置偏差较小的无人机。观察初

始位置得知:P1=Q1,即初始时刻 F1无偏差,在每

轮开始的选择当中总会被选取成为发射信号的无人

机。且由于问题 A模型:三架编号已知的无人机即

可实现全编队定位,因此,初始筛选过程可等效为:

min{|Pn
iQi|}=Pn

kQk i∈{2,3,…,9},k∈{2,3,…,9}
(27)

则选取的发射信号的无人机为:

F0∶Pn
0(ρn

0,θn
0), F1∶Pn

1(ρn
1,θn

1), Fk∶Pn
k(ρn

k,θn
k)

(28)
调整时:如图10,此时已确定发射信号的无人

机坐标,接收信号的无人机可探测得出两个夹角

α1、α2的大小。同时,无人机只能感知并处理夹角信

息,因此,位置的调整过程为:将此时探测的夹角调

整为存储的对应基准阵型的正确夹角。此时,该无

人机将有如下调整过程。

图10 问题C某无人机接受信息后调整前后

Fig.10 QuestionCbeforeandafteradjustmentofa
UAVafterreceivinginformation

 

由于发射信号无人机编号已知,此时对应基准

阵型的夹角α'1、α'2即为已知量,即为基准阵型上的

F0、F1、Fk与Fi的夹角,如图10所示。

α'1=<(F0)(Fi),(Fk)(Fi)>
α'2=<(F0)(Fi),(F1)(Fi)> (29)

无人机完成依据夹角信息的自主调整后,由于

下一次调整前,需重新评估各无人机偏差情况,并选

择发射信号的无人机。因此调整后需计算此时的极

坐标定位。如图11所示几何模型。

图11无人机调整后的几何模型

Fig.11 GeometricmodelofUAVafteradjustment
 

与问题 A模型相比,此时OB=ρnk,OA=ρn1,

∠BOA =θnk,求解方法不变。因此,可用问题A的

模型,解方程组求解,具体分为以下4种情况。
情况1:
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sinα'1
ρn

k
=sin

[π-α'1-(2π-θ1)-θn
k]

ρ1
sinα'2
ρn
1
=sin

[π-α'2-(2π-θ1)]
ρ1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(30)

情况2:

sinα'1
ρn

k
=sin

[π-α'1-(θ2-θn
k)]

ρ2
sinα'2
ρn
1
=sin

(π-α'2-θ2)
ρ2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(31)

情况3:

sinα'1
ρn

k
=sin

[π-α'1-(θn
k-θ3)]

ρ3
sinα'2
ρn
1
=sin

(π-α'2-θ3)
ρ3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(32)

情况4:

sinα'1
ρn

k
=sin

[π-α'1-(θn-θn
k)]

ρ3
sinα'2
ρn
1
=sin

[π-α'2-(2π-θ4)]
ρ4

(33)

3 研究结果与分析

3.1 问题A的模型结果分析

在问题A中,由于接收信号的无人机所接收到

的方向信息仅仅是与发射信号的无人机连线之间的

夹角,因此这是一个纯方位无源定位方法的应用[4],
建立基于角度关系和正弦定理的几何模型。发射信

号的无人机是位于圆心的F0以及位于半径为R 的

圆周的另两架无人机,为便于计算和分析,不妨设定

其中一架无人机为F1。考虑到圆形编队的对称性,
由此设定另一架无人机为F2~F5中的某一架,设其

为Fk,k∈{2,3,4,5}。当发射信号的3架无人机

为F0、F1、Fk时,设无人机F0所处的相对位置为极

坐标系的坐标原点(0,0),无人机F1所处的相对位

置为A 点(R,0)(即位于极轴上),无人机Fk,k∈
{2,3,4,5}所处的相对位置为B。设接收信号的

无人机位于P(ρ,θ)。规定半径OB 在ΔPOB 中的

对角为α1,半径OA 在ΔPOB 中的对角为α2,角α3
为PA 和PB 之间的夹角。此外,由于理想情况下

均匀分布在圆周上的两相邻无人机与圆心连线的夹

角为β=40°,并且此时发射信号的无人机位置无偏

差,故此时∠AOB = (k-1)β,k∈ {2,3,4,5}。
为验证前文建立的定位模型的正确性和准确

性,现分别取4种典型位置α1和α2的值作为某接收

信号的无人机的方向信息,使之分别位于4种情况

下的飞行区域,并分别代入方程组求解ρ和θ,最后

将求解结果与预期结果作比较,验证该无人机的位

置是否在圆周附近,即可完成对定位模型的验证。
设圆形编队的半径R=50m,求出各个情况下

ρ和θ的数值解。
如图12(a)所示,当α1=37°,α2=70°时,求得

ρ1=53.1248m,θ1=336.7499°,为情况1下的

位置。
如图12(b)所示,当α1=73°,α2=38°时,求得

ρ2=52.0779m,θ2=102.1152°,为情况2下的

位置。
如图12(c)所示,当α1=44°,α2=35°时,求得

ρ3=68.9311m,θ3=17.2670°,为情况3下的

位置。
如图12(d)所示,当α1=24°,α2=20°时,求得

ρ4=41.2580m,θ4= 216.3901°,为情况 4 下

的位置。
分析可得,该接收信号的无人机与圆心之间的

距离ρ在一定的偏差范围内,均非常接近于R,因此

可以表明该定位模型的正确性和准确性。

图12 问题A模型计算数据结果

Fig.12 QuestionAmodelcalculationdataresults
 

3.2 问题B的模型结果分析

分析两种较为极限的情况:第一,若无人机仅在

周围极小范围内发生位置偏差,则其他无编号无人

机发来的各条信号角度相对独立,差距较大,可认

为,只要其他某一架无人机发送信号,即可直接依据

与已知两条信号的相对位置关系判断编号。第二,
若无人机在周围较大范围内发生位置偏差,则其他

无编号无人机发来的各条信号角度差距会较小,距
离若超出一定程度甚至无法分辨各条信号路径差

距,即使其余全部发送信号,在接收无人机也如同一
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条信号,无法判断任何一个编号。可以得出,需再加

入的无人机个数,与原队型中接收信号无人机的偏

差范围有关,且呈大致正相关关系,即:接收信号无

人机偏差范围越大,需要再加入发射信号的无人机

数量将越多。建立基于无人机感知方位判定编号的

解析模型,考虑如图13的任意一种情况,来推导解

析法的可解性。精确做出各个曲线,偏移范围☉H
半径依次增大,做出与AS︵̂AS 相对应的七条弧,从

P 点引出射线,旋转与之相交,如图13所示。

图13 问题B计算数据结果

Fig.13 QuestionBcalculationdataresults
 

用r与R 比值来衡量偏差范围半径的大小:如
图13(a)所示r/R 为0.1时,任意加入1架发射信

号,无人机即可判定编号从而定位。如图13(b)所
示r/R 为0.29时,存在两架无人机互相干扰,因此

需至少任意加入两架发射信号的无人机。如图13
(c)所示r/R 为0.44时,有3架无人机互相干扰,因
此需至少任意加入3架发射信号的无人机。如图

13(d)所示r/R 为0.6时,有4架无人机互相干扰,
因此需至少任意加入4架发射信号的无人机。以此

类推,随着偏差范围r继续增大,最终将趋向于即使

全部加入也无法满足定位。
无人机的位置略有偏差,在列出的4种情况中

取偏差较小的情况,可以认为:还需两架无人机发射

信号,就可实现有效定位。

3.3 问题C的模型结果分析

问题C中,依据部分发射信号的无人机,实现

纯方位无源定位并调整,最终要求各无人机慢慢达

到理想位置。由于需要调整过程慢慢向初始基准阵

型收敛,由问题 A可知,无人机已存储与发射信号

无人机正确的夹角信息,同时可探测此时自己与各

个发射信号无人机的夹角,探测后将采取对应调整。
因此易知,若每次发射信号的无人机为整个编队中

偏差最小的无人机,依据此调整可使得其余偏差略

大的无人机向基准位置收敛。同时可知各次调整之

间相互独立,无互相影响。依据模型过程,首先对于

问题C给定的初始位置做筛选,选出除F0、F1 外偏

差最小的无人机作为发射信号无人机。之后依据表

格顺序,依次确定其余无人机,针对发射信号无人机

的基准α'1、α'2的大小,同时确定属于问题A中划分

的何种情况,之后带入对应情况的方程组计算。每

次调整后的坐标,将作为下一次调整的初始坐标,逐
次迭代。具体求解结果如表2所示。

表2 问题C的调整方案

Tab.2 QuestionCadjustmentstrategy

无人机编号 无人机调整方案极坐标表示(m,°)

0 (0,0)→位置无偏差

1 (100,0)→位置无偏差

2
(98.00,40.10)→(98.00,40.10)→(100.09,176.06)→(99.95,40.08)→(100.01,40.00)→(100.01,40.00)

→(100.01,40.00)→…值不再变化

3
(112.00,80.21)→(96.61,82.24)→(128.52,50.18)→(99.88,80.11)→(128.57,50.00)→ (100.05,

79.94)→(100.05,79.94)→…值不再变化

4
(105.00,119.75)→(96.56,121.11)→(128.26,110.11)→(99.84,120.06)→(197.08,50.03)→(100.18,

119.92)→(100.18,119.92)→…值不再变化

5
(98.00,159.86)→(97.69,160.21)→(99.75,160.01)→ (99.75,160.01)→(288.57,19.99)→(100.25,

159.95)→(100.25,159.95)→…值不再变化
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表2(续)

无人机编号 无人机调整方案极坐标表示(m,°)

6
(112.00,199.96)→(99.73,199.94)→(99.73,199.94)→(99.78,200.01)→(197.10,349.98)→(100.29,

200.01)→(100.29,200.01)→…值不再变化

7
(105.00,240.07)→(101.50,240.48)→(68.40,229.94)→(99.75,239.92)→(128.59,349.99)→(100.27,

240.04)→(100.27,240.04)→…值不再变化

8
(98.00,280.17)→(102.32,281.59)→(65.24,259.95)→(100.01,279.93)→(100.02,196.29)→(100.14,

280.06)→(100.14,280.06)→…值不再变化

9
(112.00,320.28)→(101.63,322.73)→(68.55,290.10)→(100.01,320.00)→(100.01,320.00)→(100.03,

320.04)→ (100.03,320.04)→…值不再变化

  表2中右侧每个坐标表示一次迭代结束后的调

整后坐标,箭头表述转换关系,共进行了20次迭代。
可以看到,由于F0、F1 两架无人机始终会被选取,
因此全程无调整 (实际也无需调整),符合规律。之

后对于F2~F9 号无人机,坐标随着迭代次数不断

变化,虽然中间某些无人机存在某次调整后偏差反

而较大的情况,最终可以看出,所有编号无人机在第

6到7次迭代后,均稳定在了非常接近目标点的位

置(表中省略号“…”表示之后结果相同)。
图14为每次迭代计算得出的10架无人机平均

偏差随迭代次数的变化情况,平均偏差与上表规律

一致。初始时刻出现短暂波动后,最终总体偏差可

收敛至近似0值。

图14 无人机调整后的几何模型偏差

Fig.14 GeometricmodeldeviationofUAVafteradjustment
 

4 结 论

针对仅能接收夹角信息的无源定位问题,基于

三角函数推导,建立了圆形编队中定位的几何模型,
并利用三角函数关系结合解析法,讨论了仅已知部

分无人机编号的情况;之后基于几何模型给出了编

队初始略有偏差的调整策略;在编队队形发生改变

的情况下,利用解析几何构建定位模型,实现新队形

下的精确定位。

问题A通过对于平面的划分展开分类讨论,基
于严谨的数学几何解三角形计算,建立接收信号无

人机的定位模型,结果具有较高的准确性。
问题B中构建的基于无人机感知方位判定编

号的解析模型,充分考虑到了接收信号的无人机的

位置偏差大小与增加数量的关系,具有较好的普适

性和一般性。
问题C基于贪心策略,构建迭代调整模型,模

型与解决问题的适配程度较高。
全文只考虑了三点定位,未探究更多点定位带

来的精度提升对定位的影响。
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