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曲线坐标系下三维弹性壳体中的微分几何关系
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摘要：本文建立了三维弹性壳体和其中性面上各点之间的某些微分几何关系表达式，它对形成二

维线性、非线性弹性壳体模型非常重要。具体地，三维弹性体上各点的协变度量张量、逆变度量张

量、度量张量矩阵的行列式以及Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ符号是由二维中性曲面上的微分几何表达式按壳体厚

度方向的变量渐近展开来表示。
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　　在文献［１］和［２］中，三维（３Ｄ）区域和二维（２Ｄ）

曲面上的微分几何表达式分别定义在曲线坐标上。

在本文中，建立了弹性壳体上各点与壳体中性曲面

之间的微分几何关系式，这种关系式对于从三维方

程推导到２Ｄ壳体模型非常重要（见文献［３６］）。

笔者借用文献［２］中的符号，下文中，拉丁指标犻，犼，

犽，…在集合 １，２，｛ ｝３ 中取值，而希腊指标α，β，γ，…

在集合 １，｛ ｝２ 中取值。此外，笔者应用Ｅｉｎｓｔｅｉｎ求和

约定，即重复指标表示求和。矢量犪，犫∈犚３ 的内积

和外积分别为犪·犫和犪×犫。

设ω是犚２ 上一个有界的连通开子集，其边界

γ＝ω满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续，令γ＝γ０∪γ１，且γ０∩

γ１＝。令狔＝（狔α）表示集合ω（即ω的闭包，见图１）

中的任意点，且α∶＝／狔α。

设单射θ∈犆３（ω－；犚３），则：

犪α（狔）∶＝αθ（狔） （１）

图１　壳体Ω^ε 及其中性面犛［２］

Ｆｉｇ．１　ＳｈｅｌｌΩ^
εｗｉｔｈｍｉｄｄｌｅｓｕｒｆａｃｅ犛

［２］

　

在点狔∈ω－ 处是线性无关的。因此这两个矢量在曲

面犛∶＝θ（ω－）上的点θ（狔）处张成其切平面，且单位

矢量犪３（狔）在点θ（狔）处垂直于犛。
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犪３（狔）∶＝
犪１（狔）×犪２（狔）

犪１（狔）×犪２（狔）

　　这些矢量犪犻（狔）在点θ（狔）处构成了协变基矢

量，而矢量犪犻（狔）定义为：

犪犻（狔）·犪犼（狔）＝δ
犻
犼

在点θ（狔）处构成逆变基矢量，其中δ犻犼 是Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ

符号（注意犪３（狔）＝犪３（狔）且矢量犪α（狔）在犛的切平

面上）。

犛上的度量张量的协变分支犪αβ和逆变分支犪αβ、犛

上的Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ符号Γ


αβ，σ
和Γ



αβ
σ、犛上的曲率张量的协

变分支犫αβ和混合分支犫βα、犛上第三基本形的协变分支

定义如下（显然依赖于变量狔∈ω－，因此略去）：

犪αβ∶＝犪α·犪β

犪αβ∶＝犪
α·犪β

犪α（ ）β ＝ 犪α（ ）
β

－１

犪α ＝犪
αβ犪

烅

烄

烆 β

（２）

Γ


αβ，σ∶＝犪σ·α犪β

Γ

σ
αβ∶＝犪

σ·α犪
烅

烄

烆 β

（３）

犫αβ∶＝犪３·α犪β

犫βα∶＝犪β
σ·犫σα

犮αβ∶＝α犪３·β犪

烅

烄

烆 ３

（４）

其中 犪α（ ）
β

是对称正定矩阵，犫α（ ）
β

和 犮α（ ）
β

是对称矩

阵。度量张量、曲率张量和第三基本形的行列式定

义为：

犪∶＝ｄｅｔ犪α（ ）
β

犫∶＝ｄｅｔ犫α（ ）
β

犮∶＝ｄｅｔ犮α（ ）

烅

烄

烆
β

　　假设有一壳体Ω^ε（见图１）和中性面犛＝θω（）－ ，

其厚度２ε＞０任意小。因此，对每一个ε＞０，壳体的

参考构型为Ω^ε＝Θ Ω（ ）ε ，其中Ωε＝ω－× ·ε，［ ］ε ，即：

Θ 狔，（ ）ξ ＝θ（）狔 ＋ξ犪３（）狔

壳 体 Θ Ω（ ）ε 的 上 表 面 和 下 表 面 分 别 为Γ狋 ＝

Θ ω× ＋｛ ｝（ ）ε ，Γ犫＝Θ ω× －｛ ｝（ ）ε 。壳 体 侧 面 为

Γ犾＝Γ０∪Γ１，其中［７］：

Γ０ ＝θγ（ ）０ × －ε，＋（ ）ε

Γ１ ＝θγ（ ）１ × －ε，＋（ ）
烅
烄

烆 ε

　　令狓＝ 狓（ ）犻 表示集合Ωε 上的任一点，其中狓α＝

狔α，狓３＝ξ。映射 Θ：Ωε→犚３ 是单射且三个 矢 量

犵犻（）狓 ∶＝犻Θ（）狓 在点狓∈Ωε 处是线性无关的。

矢量犵犻（）狔 定义为：

犵
犻（）狓·犵犼（）狓 ＝δ

犻
犼

这些矢量在点Θ（）狓 处构成了逆变基矢量。

Θ Ω（ ）ε 上的度量张量的协变分支犵犻犼和逆变分

支犵犻犼、Θ Ω（ ）ε 上的Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ符号Γ犻犼．犽和Γ
犽
犻犼，被定

义如下（显然依赖于变量狓∈Ωε，因此略去）：

犵犻犼∶＝犵犻·犵犼

犵
犻犼∶＝犵

犻·犵
烅
烄

烆
犼

Γ犻犼．犽∶＝犵犽·犻犵犼

Γ
犽
犻犼∶＝犵

犽犾
Γ犻犼，

烅
烄

烆 犾

（５）

　　度量张量的行列式为：

犵∶＝ｄｅｔ犵犻（ ）犼

　　在第二部分中，３Ｄ区域上的度量张量、度量矩

阵的行列式和Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ符号可由２Ｄ曲面上表达

式按壳体厚度方向的变量渐近展开来表示。

１　主要结论

定理１　设壳体Θ 狔，（ ）ξ 和中性面犛＝θ（ω－）上

的度量张量分别为犵犻犼和犪αβ，犫αβ和犮αβ是犛 上第二和

第三基本形，那么下面的微分几何关系式成立。

犵αβ ＝犪αβ－２ξ犫αβ＋ξ
２犮αβ

犵α３ ＝犵３α ＝０

犵３３ ＝

烅

烄

烆 １

其中α，β＝１，２，ξ∈ －ε，［ ］ε 。

证明：

犵αβ＝犵α·犵β＝αΘ·βΘ ＝

α θ＋ξ犪（ ）３ ·β θ＋ξ犪（ ）３ ＝

αθ·βθ＋αθ·β ξ犪（ ）３ ＋ （６）

α ξ犪（ ）３ ·βθ＋α ξ犪（ ）３ ·β ξ犪（ ）３ ＝

犪α·犪β＋ξ犪α·β犪３＋

ξα犪３·犪β＋ξ
２
α犪３·β犪３

将式（１）～（４）代入（６），基于犫αβ的对称性，得到：

犵αβ ＝犪αβ－２ξ犫αβ＋ξ
２犮αβ

犵３α＝犵３·犵α ＝３Θ·αΘ ＝

３ θ＋ξ犪（ ）３ ·α θ＋ξ犪（ ）３ ＝ （７）

犪３·α θ＋ξ犪（ ）３ ＝

犪３·αθ３＋犪３·α ξ犪（ ）３ ＝

犪３·犪α＋ξ犪３·α犪３

　　根据犪３ 的定义，有

犪３·犪α ＝０

犪３·犪３ ＝
烅
烄

烆 １
（８）

　　则：

α 犪３·犪（ ）３ ＝２犪３·α犪３ ＝０

　　因此：

犪３·α犪３ ＝０ （９）

　　将式（８）～（９）代入（７），得

犵３α ＝０

　　类似地：
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　　犵α３ ＝０

犵３３ ＝犵３·犵３ ＝３Θ·３Θ＝

３ θ＋ξ犪（ ）３ ·３ θ＋ξ犪（ ）３ ＝

３θ·３θ＋３θ·３ξ犪（ ）３ ＋

３ξ犪（ ）３ ·３θ＋３ξ犪（ ）３ ·３ξ犪（ ）３ ＝

０＋０＋０＋犪３·犪３ ＝１

　　证毕。

由于 犵犻（ ）犼 ＝ 犵
犻（ ）犼 －１，逆变分支犵犻犼的表达式如

定理２所示。

定理２　在定理１的假设下，令犵犻犼是Θ 狔，（ ）ξ 上

度量张量的逆变分支，则下述关系式成立：

犵
１１
＝犵

－１ 犪２２－２ξ犫２２＋ξ
２犮（ ）２２

犵
１２
＝犵

２１
＝－犵

－１ 犪１２－２ξ犫１２＋ξ
２犮（ ）１２

犵
２２
＝犵

－１ 犪１１－２ξ犫１１＋ξ
２犮（ ）１１

犵
α３
＝犵

３α
＝０

犵
３３
＝

烅

烄

烆 ０

（１０）

　　其中：

犵＝ｄｅｔ犵犻（ ）犼 ＝

犪１１－２ξ犫１１＋ξ
２犮（ ）１１ 犪２２－２ξ犫２２＋ξ

２犮（ ）２２ －

犪１２－２ξ犫１２＋ξ
２犮（ ）１２

２

　　证明：

犵犻（ ）犼
－１
＝

犵α（ ）
β ０

０ 犵

烄

烆

烌

烎３３

－１

＝
犵α（ ）
β

－１ ０

０ 犵（ ）３３
－

烄

烆

烌

烎
１

其中，

犵α（ ）
β

－１
＝
犵１１ 犵１２

犵２１ 犵

烄

烆

烌

烎２２

－１

＝犵
－１
犵２２ －犵１２

－犵２１ 犵

烄

烆

烌

烎１１

由于 犵
犻（ ）犼 ＝ 犵犻（ ）犼

－１，可以很容易地导出式（１０）。

证毕。

定理３　在定理１的假设下，令Γ犻犼，犽，Γ


αβ，γ
分别

是Θ 狔，（ ）ξ 和θ（ω－）上的Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ符号，则式（１１）

成立。

　

Γαβ，σ＝Γ


αβ，σ＋ξ犪σ·αβ犪３＋

ξσ犪３·α犪β＋ξ
２
σ犪３·αβ犪３

Γαβ，３ ＝犫αβ－犮αβ

Γα３，σ＝Γ３α，σ＝－犫ασ＋ξ犮ασ

Γ３３，α ＝Γα３，３ ＝Γ３α，３ ＝Γ３３，３ ＝

烅

烄

烆 ０

（１１）

其中α，β，σ＝１，２。

证明：

Γαβ，σ＝犵σ·α犵β＝σΘ·α β（ ）Θ ＝

σ θ＋ξ犪（ ）３ ·αβ θ＋ξ犪（ ）３ ＝

σθ·αβθ＋σθ·αβ ξ犪（ ）３ ＋

σ ξ犪（ ）３ ·αβθ＋σ ξ犪（ ）３ ·αβ ξ犪（ ）３ ＝

Γ


αβ，σ＋ξ犪σ·αβ犪３＋

ξσ犪３·α犪β＋ξ
２
σ犪３·αβ犪３ （１２）

由于犪３·犪３＝１，有：

αβ 犪３·犪（ ）３ ＝α β 犪３·犪（ ）（ ）３ ＝

α ２犪３·β犪（ ）３ ＝

２α犪３·β犪３＋２犪３·αβ犪３ ＝０

则：

犪３·αβ犪３ ＝－α犪３·β犪３ （１３）

　　将式（１３）代入（１２），得：

Γαβ，３ ＝犫αβ－犮αβ　　　　　　　　　　

Γα３，σ＝犵σ·α犵３ ＝σΘ·α ３（ ）Θ ＝

σ θ＋ξ犪（ ）３ ·α ３ θ＋ξ犪（ ）（ ）３ ＝

σ θ＋ξ犪（ ）３ ·α犪３ ＝

σθ·α犪３＋ξσ犪３·α犪３ ＝

－犫ασ＋ξ犮ασ

　　类似地，

Γ３α，σ＝－犫ασ＋ξ犮ασ　　　　　　　　　

Γ３３，α ＝犵α·３犵３ ＝αΘ·３ ３（ ）Θ ＝

α θ＋ξ犪（ ）３ ·３ ３ θ＋ξ犪（ ）（ ）３ ＝

α θ＋ξ犪（ ）３ ·３犪３ ＝０

Γα３，３ ＝犵３·α犵３ ＝３Θ·α ３（ ）Θ ＝

３ θ＋ξ犪（ ）３ ·α ３ θ＋ξ犪（ ）（ ）３ ＝

犪３·α犪３ ＝０

Γ３３，３ ＝犵３·３犵３ ＝３Θ·３ ３（ ）Θ ＝

３ θ＋ξ犪（ ）３ ·３ ３ θ＋ξ犪（ ）（ ）３ ＝

犪３·３犪３ ＝０

　　证毕。

因此，Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ符号Γ犽犻犼和Γ

σ
αβ
有类似的关系。

定理４　在定理１的假设下，令Γ犽犻犼是Θ 狔，（ ）ξ 上

的Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ符号，则式（１４）成立。

Γ
σ
αβ ＝犵

στ（Γ


αβ，τ＋ξ犪τ·αβ犪３＋

　　　ξτ犪３·α犪β＋ξ
２
τ犪３·αβ犪３）

Γ
３
αβ ＝犫αβ－犮αβ

Γ
σ
α３ ＝Γ

σ
３α ＝犵

στ
－犫ασ＋ξ犮（ ）ατ

Γ
σ
３３ ＝Γ

３
α３ ＝Γ

３
３α ＝Γ

３
３３ ＝

烅

烄

烆 ０

（１４）

　　其中α，β，σ＝１，２。

证明：

由式（５），有：

Γ
σ
αβ ＝犵

σ犾
Γαβ，犾 ＝

犵
στ
Γαβ，τ＋犵

σ３
Γαβ，３ ＝犵

στ
Γαβ，τ

Γ
３
αβ ＝犵

３犾
Γαβ，犾 ＝

犵
３１
Γαβ，１＋犵

３２
Γαβ，２＋犵

３３
Γαβ，３ ＝Γαβ，３

Γ
σ
α３ ＝Γ

σ
３α ＝犵

σ犾
Γα３，犾 ＝

犵
στ
Γα３，τ＋犵

σ３
Γα３，３ ＝犵

στ
Γα３，τ
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　　Γ
α
３３ ＝犵

α犾
Γ３３，犾 ＝

犵
ατ
Γ３３，τ＋犵

α３
Γ３３，３ ＝０

Γ
３
α３ ＝Γ

３
３α ＝犵

３犾
Γα３，犾 ＝

犵
３τ
Γα３，τ＋犵

３３
Γα３，３ ＝Γα３，３ ＝０

Γ
３
３３ ＝犵

３犾
Γ３３，犾 ＝

犵
３τ
Γ３３，τ＋犵

３３
Γ３３，３ ＝Γ３３，３ ＝０

　　因此，式（１４）能够容易地从定理２和定理３而

得到。

证毕。
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１３４　沈晓芹，等：曲线坐标系下三维弹性壳体中的微分几何关系




